INTEGRAALILASKENTA, MAA9

Maaratyn integraalin ominaisuuksia

Oletetaan ettd funktiot f, g ovat jatkuvia, jolloin porrassummien raja-
arvoja tai analyysin peruslausetta hyddyntdaen saadaan maaratylle inte-
graalille seuraavat laskusaannot:

1. Kunr € R, niin

fbr-f(x)dxzr-fbf(x)dx.

Tata sanotaan vakiotekijain siirroksi (kuten maaraamattomassa inte-
groinnissa).

2. Summan integraali on integraalien summa
b b b
j (f(x) + g(x)) dx = f f(x)dx +j g(x) dx.
a a a

3. Tyhja integroimisvali (on nimensa mukaisesti ns. tyhja arpa...)

faf(x) dx = 0.

4. Kuna < c < b, niin
b

Lbf(x)dx=facf(x)dx+Jc f(x)dx.

5. Integroimisrajojen vaihto
b a
f f(x)dx = —f f(x)dx.
a b
Todistus: Kun a < b, niin

b a
[ 7o dx = F@) - F(@ = ~(F@ - F®) = - | fGax.
a b

6. Osittaisintegrointi

b b b
[ Fwgwar= /700 - [ rgax
a a a
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Esimerkkeja

- Maaritd/Laske f:/z 3 cos x dx. (vakion ulosotto)
A

/2 /2 2
j 3cosxdx=3j cosxdx =3/sinx =3[1-0] =3.
0 0 0
- Tiedet&an, ettd fon cos® x dx = Z. Laske f: sin? x dx. (summan hyd.)
Koska 1 = cos? x + sin? x, niin

T T T T
-[ sinzxdxzj (1—coszx)dx=f dx—f cos’xdx=m—-2=7.
0 0 0 0

- Maaratyn integraalin ja integraalifunktion védlinen yhteys patee myos
tyhjan integroimisvalin tapauksessa. “Tyhja arpa” antaa kaikilla a € R

a a
ff@ﬁu=/F@)=Fm)—Fm)=o
a a

Esimerkkeja (jatkuu)
- Maarita/Laske f:lx — 1| dx. (paloittain maaritelty)

x—1 x>21
1—x, x<71
tumiskohdan mukaan kahteen osaan ja integroidaan paloittain, eli

Koska |x — 1| = { niin jaetaan integroimisvali [0,3] vaih-

foglx—lldx=f01(1—x)dx+f13(x—1)dx

= /(=1x2 1,2 _ =_ =2_
é( 5X +x)+{(2x x) 2+2 22.

2y
y=|x—1|
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Esimerkkeja (jatkuu)
- Mé&aritd/Laske f42 1/x dx.

21 41 4

]—dx=—J —dx=—/ln|x|=—(ln4—ln2)=—ln%=—ln2
4 X s X 2
TAI

2 2
f —dx=/Inx=In2-In4=In2=In;=In2"'=—-In2
4 X 4

7. Parillisen ja parittoman funktion integrointi.
Palautetaan mieleen kyseiset maaritelmat: fon parillinen, jos f(x)
= f(—x) Vx € R (symmetria y-akselin suhteen, vasen kuva) ja f

pariton, jos f(x) = —f(—x) Vx € R (symmetria origon suhteen,
oikea kuva). ¢

Parillisille f saadaan

af(x)dx = 2-faf(x)dx,
-a 0

ja parittomille f

a

f(x)dx = 0.

—-a
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Esimerkki
- Mé&dritd/Laske f_ss(x4 —6x2 4+ 1) dx.
Nyt f: f(x) = x* — 6x% + 1 on parillinen (vain parillisia potensseja),

joten
5

5
f (x4—6x2+1)dx=2f (x* — 6x% + 1) dx
-5 0

5
51,5 3 _
=2/ 5 —2x3 +x =...= 760
0
- Mé&dritd/Laske fln SiZxdx + f;ﬁ%dx.
T sin x Lsinx T sin x T sin x
j dx+j dx=J dx—J dx=0.
1 X T X 1 X 1 X



