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INTEGRAALILASKENTA, MAA9
Paloittain maaritetyn funktion integrointi

Esimerkki

Maarita funktion f: f (x) = |x — 1| kaikki integraalifunktiot.

Nyt f on jatkuva, joten F(x) = [ f(x) dx on ainakin olemassa. Koska

| _1|_{ x—1, kunx —1>0elikunx > 1
* = —1), kuinx —1<O0elikunx < 1’
niin

p
f(x—l)dx, kunx > 1

F(x) =4
f(l—x)dx, kunx < 1
\
1
Exz—x+C, kunx > 1
= < 1 ) C,DER
k—§x2+x+D, kunx < 1

Nyt integroimisvakiot C, D eivat ole toisistaan riippumattomia, koska
integraalifunktion F pitaa olla jatkuva my6s kohdassa x = 1. Taytyy
siisolla

lim F(x) = lim F(x) = F(1),

x—-1-— x-1+

eli

li 12+ +D )= li Lo +C ) =F(1)
xlgl— 2 x x - xl»r{l+ 2 x x - '

1. 1.2
-5 1 +1+D—2 14—-14+C

1 1
D=5-1+C+5-1=C~1

(Voisi ratkaista myos vakion C vakion D avulla.) Saadaan

1
—x?—x+C, kunx > 1
F(x) = 1 , C R
—5x2+x+C—1, kunx < 1
1
=§(x—1)|x—1|+(]’

Ei tarvitse palauttaa itseisarvomuotoon, riittda paloittain maarittely.



Esimerkki
<
Maarita funktion f: f(x) = {x + é’ EEEJ; ; 1

ka toteuttaa alkuehdon F(0) = 1, eli se integraalifunktio, joka kulkee
pisteen (0,1) kautta.

se integraalifunktio, jo-

Aluksi: Funktio f on jatkuva kaikilla x € R, my6s kohdassa x = 1. Tasta
seuraa, ettd integraalifunktio on olemassa (ja derivoituvana jatkuva).

f(x—l—l)dx, kunx <1

F(x) =
fZ dx, kunx > 1
1 ) I <
_ Ex +x+ (4, unx_l’ C.,Cy € R.
2x + Cs, kunx > 1
Jatkuvuusehto: Kohdassa x = 1 taytyy siis olla
1
. .2 — . —
xll,r{l_ (2 x“+x+ Cl) xll,r{l+(2x +C,) =F(1),
eli
1
5-1 +14+4C, = 2-1+C, =FQ)
C 2+C ! 1=0C,+ !
= = —_— 1= —
1 275 275
L ! k <1
— F(x) = Ex +X+C2+§' unx <1
2x + Cy, kunx > 1
Alkuehto: F(0) = 1, eli muuttuja x = 0, joten valitaan integraali-
funktioksi
1, 1 o
F(x) = Ex +x+Cy + > jolloin kohdassa x = 0
F(0) 102+0+C +1 1 C !
— —_ —_ = —1 = —
2 ) 272
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Vastaus: Kysytty integraalifunktio on

1
—x?4+x+1, kunx <1
F(x) =

1 )
2x+§, kunx > 1

Huomautus Ole tarkkana kumman lausekkeen valitset, kun maaritat
alkuehdon tayttavaa integraalifunktiota. Katso kumman ehdon kysei-

nen kohta x = x, tayttaa.

. . . . .. INTEGRAALILASKENTA, MAA9
Osittaisintegrointi

("Jos et tieda mita tehda, osittaisintegroi”)
Integroimalla tulon derivoimissaannon

D(f(x)-g(x)) =D(f(x) - g(x) + f(x) - D(g(x))

molemmat puolet saadaan

F- 900 = [ D(FG0) - g dx + [ £ D(g () dx.
Jos annettu funktio, mik3 pit3a integroida, on muotoa D(f(x)) - g(x),

niin ylla olevan osittaisintegrointiséénnén nojalla patee (integroimis-
vakio C voidaan sisallyttda integraaleihin ja lisata vasta lopuksi.)

Jf’(x)'g(x) dx = f(x)-glx) — jf(x) g’ (x) dx .
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Esimerkki ~ Madritd [x cos x dx.

Valitaan f'(x) = cosx ja glx) =x , jolloin
f(x) =sinx+C ja gx)=1

Huomautus Vain yksi integraalifunktio f riittad = asetetaan C = 0.

Ndin ollen

fx-cosxdxzsinx-x— sinx - 1dx
g f f g f g

=xsinx—fsinxdx =xsinx — (—cosx + C)

=xsinx+cosx+C

IDEA: Valitaan f ja g siten, ettd yhtalon oikean puolen integraali on
helpompi integroida kuin alkuperainen integraali. Eli valinnalla
fl(x) =x ja g(x) = cosx , jolloin
fx) = %xz +C ja g'(x) = —sinx
olisi tullut vaikeampi integraali flxz - (= sinx) dx.
2 2

——

f g

Esimerkki ~ Madrita [ Inx dx.
Aluksi havaitaan, ettd

flnxdxzfl-lnxdx
Valinta: ffix)=1 ja g(x) =Inx , jolloin

f@=x+Ca  g=y

1
flnxdxzfl-lnxdx=x-lnx—fx-;dx

=1
=x-lnx—fdx=x-1nx—x+C

Tulos l6ytyy MAOL:sta.



