Rationaalifunktion integrointi ja !NTESRAALLASKENTA,

MAA9

osamurtokehitelma

p(x)

Tapaus 1: Jos rationaalifunktiossa — - osoittajan asteluku on suu-

rempi tai yhta suuri kuin nimittajan asteluku, niin suoritetaan jakolasku
ennen integrointia (ns. asteluvun pudottaminen).

Esimerkki
2x%+1  2x? 1 1.
Maarita [ 22 dix. Koska 22— 222 1 ox+4, niin
X X X
2x% +1 1
f . dx=f<2x+;>dx=x2+ln|x|+(], x # 0.

Maéarita fi—:jdx. Koska x —2 = x + 1 — 3, niin

x—2 x+1-3 x+1 3 3
fx+1dx=f x+1 dx=f<m—x+1>dx=f1dx—fx+ldx
1
=J-dx—3J-x+1

dx=x-—3In|x+ 1| + C, x #= —1.

2_
Maarita [ =22 gx. Jakokulma antaa 3x% —x +2 = 3x + 2 + ﬁ,
joten

3x2 —x+2 4 4
f—dx=f(3x+2+—)dx=13xdx+f2dx+f dx
x—1 x—1 x—1

3
=§x2+2x+4ln|x—1|+C, x# 1.

Tapaus 2: Jos rationaalifunktiossa pgx; osoittajan asteluku on pie-
nempi kuin nimittdjan asteluku ja nimittaja jakautuu tekijoihin
q(x) = q1(x) - q(x),
niin % voidaan esittda osamurtokehitelmédmuodossa
p(x)  pi(x) | p2(x)
= + ,
q(x) q(x)  gq2(%)

missa oikean puolen osoittajien p;(x), p,(x) asteluvut ovat yhta pie-
nemmat kuin nimittajien g (x), g, (x) asteluvut.
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Esimerkki ~ Maarita fx24_1 dx.

Nyt nimittdja x2 —1 = (x — 1) - (x + 1) on kahden ensimmadisen as-
teen tekijan tulo g(x) = g, (x) - g5 (x).

Nain ollen osamurtokehitelmassa osoittajat ovat nollannen asteen po-
lynomeja eli vakioita. Siis
4 A B

= , #=—-1,x#1.
x2—-1 x—1+x+1 x x

Vakiot A ja B pitaa selvittaa; kerrotaan yhtaldsta nimittajat pois
4 A B
2 = +
x>—-1 x—-1 x+1
44+0-x=Ax+1)+B(x—-1)

[-(x—D(x+1)

4=Ax+A+Bx—B
4=(A+B)x+(A—B), x+-1,x#1

Saadaan yhtadlopari

{4:,4_3 {4=—B—B=—ZB

0=A+B A =—B1 sij. = B=-2jad=2.

Eli

4 _ 2 + -2
x2—1 x—1 x+1’

f4 d—f R d—f2d+f_2d
praE L B P e P x+1™

1 1
=2J dx—2f dx=2In|x—1| - 2In|lx+ 1|+ C
x—1 x+1

jolloin

2
x—1
=1n(x—1)2—ln(x+1)2+C=1n< ) +C .
x+1



Esimerkki Maarita fi;ic

tui). Nyt alku samoin kuin edelld, yhtdloparivaiheessa tulee

dx (nimittdja sama, osoittaja hieman muut-

{4=A—B {A=4+Bisij.
—2=A+B —2=4+B+B=4+2B
Eli

— B=-3jad=1

4= 1 3
x2—1 x—1 x+1’

j4—2xd_j 1+_3d—jld+J_3d
x2 -1 X = x—1 x+1 x= x—1x x+1x

1 1
=f dx—3f dx=In|lx —1| —3In|x+ 1|+ C.
x—1 x+1

jolloin
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