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Rationaalifunktion integrointi ja 
osamurtokehitelmä 

Tapaus 1: Jos rationaalifunktiossa 
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
 osoittajan asteluku on suu-

rempi tai yhtä suuri kuin nimittäjän asteluku, niin suoritetaan jakolasku 
ennen integrointia (ns. asteluvun pudottaminen). 
 

Esimerkki  

Määritä  
2𝑥2+1

𝑥
𝑑𝑥. Koska 

2𝑥2+1

𝑥
=

2𝑥2

𝑥
+

1

𝑥
= 2𝑥 +

1

𝑥
, niin 

 
2𝑥2 + 1

𝑥
𝑑𝑥 =  2𝑥 +

1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑥2 + ln 𝑥 + 𝐶, 𝑥 ≠ 0. 

Määritä  
𝑥−2

𝑥+1
𝑑𝑥. Koska 𝑥 − 2 = 𝑥 + 1 − 3, niin 

 

 
𝑥 − 2

𝑥 + 1
𝑑𝑥 =  

𝑥 + 1 − 3

𝑥 + 1
𝑑𝑥 =  

𝑥 + 1

𝑥 + 1
−

3

𝑥 + 1
𝑑𝑥 =  1 𝑑𝑥 −  

3

𝑥 + 1
𝑑𝑥 

        =  𝑑𝑥 − 3 
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 𝑥 − 3 ln 𝑥 + 1 + 𝐶, 𝑥 ≠ −1. 

INTEGRAALILASKENTA,  
MAA9 

Määritä  
3𝑥2−𝑥+2

𝑥−1
𝑑𝑥. Jakokulma antaa 3𝑥2 − 𝑥 + 2 = 3𝑥 + 2 +

4

𝑥−1
, 

joten 

 
3𝑥2 − 𝑥 + 2

𝑥 − 1
𝑑𝑥 =  3𝑥 + 2 +

4

𝑥 − 1
𝑑𝑥 =  3𝑥 𝑑𝑥 +  2𝑑𝑥 +  

4

𝑥 − 1
𝑑𝑥 

=
3

2
𝑥2 + 2𝑥 + 4 ln 𝑥 − 1 + 𝐶, 𝑥 ≠ 1.  

 

Tapaus 2: Jos rationaalifunktiossa 
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
 osoittajan asteluku on pie-

nempi kuin nimittäjän asteluku ja nimittäjä jakautuu tekijöihin 

𝑞 𝑥 = 𝑞1 𝑥 ∙ 𝑞2 𝑥 , 

niin 
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
 voidaan esittää osamurtokehitelmämuodossa  

   
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
=

𝑝1(𝑥)

𝑞1(𝑥)
+

𝑝2(𝑥)

𝑞2(𝑥)
, 

 

missä oikean puolen osoittajien 𝑝1 𝑥 , 𝑝2 𝑥  asteluvut ovat yhtä pie-
nemmät kuin nimittäjien 𝑞1 𝑥 , 𝑞2 𝑥  asteluvut. 
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Esimerkki Määritä  
4

𝑥2−1
𝑑𝑥.  

Nyt nimittäjä 𝑥2 − 1 = 𝑥 − 1 ∙ 𝑥 + 1  on kahden ensimmäisen as-
teen tekijän tulo 𝑞 𝑥 = 𝑞1 𝑥 ∙ 𝑞2 𝑥 . 
 

Näin ollen osamurtokehitelmässä osoittajat ovat nollannen asteen po-
lynomeja eli vakioita. Siis 

     
4

𝑥2 − 1
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵

𝑥 + 1
, 𝑥 ≠ −1, 𝑥 ≠ 1 . 

 

Vakiot 𝐴 ja 𝐵 pitää selvittää; kerrotaan yhtälöstä nimittäjät pois 

                
4

𝑥2 − 1
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵

𝑥 + 1
              | ∙ 𝑥 − 1 𝑥 + 1  

4 + 0 ∙ 𝑥 = 𝐴 𝑥 + 1 + 𝐵 𝑥 − 1                        

4 = 𝐴𝑥 + 𝐴 + 𝐵𝑥 − 𝐵                

                            4 = 𝐴 + 𝐵 𝑥 + 𝐴 − 𝐵 , 𝑥 ≠ −1, 𝑥 ≠ 1 

Saadaan yhtälöpari 

 
4 = 𝐴 − 𝐵
0 = 𝐴 + 𝐵

  ⟹   
4 = −𝐵 − 𝐵 = −2𝐵
𝐴 = −𝐵 ↑ sij.              

     ⟹   𝐵 = −2  ja  𝐴 = 2 . 

 

Eli 
4

𝑥2 − 1
=

2

𝑥 − 1
+

−2

𝑥 + 1
, jolloin 

 

 
4

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 =  

2

𝑥 − 1
+

−2

𝑥 + 1
𝑑𝑥 =  

2

𝑥 − 1
𝑑𝑥 +  

−2

𝑥 + 1
𝑑𝑥                    

                       = 2 
1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 − 2 

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = 2 ln 𝑥 − 1 − 2 ln 𝑥 + 1 + 𝐶 

   = ln 𝑥 − 1 2 − ln 𝑥 + 1 2 + 𝐶 = ln
𝑥 − 1

𝑥 + 1

2

+ 𝐶  . 
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Esimerkki   Määritä  
4−2𝑥

𝑥2−1
𝑑𝑥 (nimittäjä sama, osoittaja hieman muut-

tui). Nyt alku samoin kuin edellä, yhtälöparivaiheessa tulee 

 
   4 = 𝐴 − 𝐵
−2 = 𝐴 + 𝐵

 ⟹  
𝐴 = 4 + 𝐵 ↓ sij.               

−2 = 4 + 𝐵 + 𝐵 = 4 + 2𝐵
⟹  𝐵 = −3  ja  𝐴 = 1 

Eli 
4 − 2𝑥

𝑥2 − 1
=

1

𝑥 − 1
+

−3

𝑥 + 1
, jolloin 

 

 
4 − 2𝑥

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 =  

1

𝑥 − 1
+

−3

𝑥 + 1
𝑑𝑥 =  

1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 +  

−3

𝑥 + 1
𝑑𝑥       

                =  
1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 − 3 

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 = ln 𝑥 − 1 − 3 ln 𝑥 + 1 + 𝐶 . 


