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Trigonometristen funktioiden integrointi 
Esimerkki 

 cos 2𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
 2 ∙ cos 2𝑥 𝑑𝑥 =

1

2
sin 2𝑥 + 𝐶          

                         =
1

2
∙ 2 sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝐶 = sin 𝑥 cos 𝑥 + 𝐶 

TARKISTUS: 𝐷
1

2
sin 2𝑥 + 𝐶 =

1

2
cos 2𝑥 ∙ 2 + 0 = cos 2𝑥, OK. 

 
Yleisesti trigonometrisille funktioille saadaan integroimiskaavat: 

 cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶     𝑓′ 𝑥 cos 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑓 𝑥 + 𝐶    

 sin 𝑥 𝑑𝑥 = −cos 𝑥 + 𝐶  𝑓′ 𝑥 sin 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = − cos 𝑓 𝑥 + 𝐶

 

INTEGRAALILASKENTA, MAA9 

Esimerkki 
a) Määritä  sin 𝑥 cos2 𝑥 𝑑𝑥.  

Nyt funktiolle 𝑓: 𝑓 𝑥 = cos 𝑥 saadaan 𝑓′ 𝑥 = −sin 𝑥, joten 

 sin 𝑥 cos2 𝑥 𝑑𝑥 = − −sin 𝑥 cos2 𝑥 𝑑𝑥 = −
1

3
cos3 𝑥 + 𝐶 

 𝑓′ 𝑥 𝑓 𝑥 2 𝑑𝑥 =
1

3
𝑓 𝑥 3 + 𝐶  

b) Määritä  tan 𝑥 𝑑𝑥.  

Koska tan 𝑥 =
sin 𝑥

cos 𝑥
 ja 𝐷 cos 𝑥 = −sin 𝑥, niin 

 tan 𝑥 𝑑𝑥 =  
sin 𝑥

cos 𝑥
𝑑𝑥 = − 

−sin 𝑥

cos 𝑥
𝑑𝑥 = − ln cos 𝑥 + 𝐶 

− 
𝑓′ 𝑥

𝑓 𝑥
𝑑𝑥 = − ln 𝑓 𝑥 + 𝐶  

MUISTA:  Tämä tulos on voimassa kaikilla väleillä, joihin ei kuulu 

mikään 𝑥 =
𝜋

2
+ 𝑛 ∙ 𝜋, 𝑛 ∈ ℤ. Syy: integraalifunktion määritelmä. 
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c) Määritä  tan2 𝑥 𝑑𝑥.  

Koska 𝐷 tan 𝑥 =
1

cos2 𝑥
=
cos2 𝑥+sin2 𝑥

cos2 𝑥
= 1 + tan2 𝑥, niin lisäämällä 

nolla muodossa 0 = 1 − 1 saadaan 

 tan2 𝑥 𝑑𝑥 =  1+ tan2 𝑥 − 1 𝑑𝑥 =  1 + tan2 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑑𝑥 

    =  𝐷 tan 𝑥 𝑑𝑥 − 𝑑𝑥 = tan 𝑥 − 𝑥 + 𝐶 . 

 

 sin𝑥 + cos 𝑥 2 𝑑𝑥 =  (sin2 𝑥 + 2 sin 𝑥 cos 𝑥

sin 2𝑥

+ cos2 𝑥) 𝑑𝑥 

 =  1 + sin 2𝑥 𝑑𝑥 =  𝑑𝑥 +
1

2
 2 ∙ sin 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 −

1

2
cos 2𝑥 + 𝐶 

 

= 𝑥 −
1

2
1 − 2 sin2 𝑥 + 𝐶 = 𝑥 −

1

2
+ sin2 𝑥 + 𝐶 = 𝑥 + sin2 𝑥 + 𝐶′  

siirretään vakioon 

Integrointi antaa: 

 
1

2𝑥 + 6
𝑑𝑥 =  2𝑥 + 6 −

1
2 𝑑𝑥 

=  2 ∙
1

2
∙ 2𝑥 + 6 −

1
2 𝑑𝑥 = 2𝑥 + 6

1
2 + 𝐶

=𝐹 𝑥

 

Etsitään se kohta 𝑥, jossa  

𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 =
1

2𝑥 + 6
=
1

2
 , 

eli suoran 𝑦 𝑥 =
1

2
𝑥 −

1

2
 kulmaker-

roin (”sivuaa”), katso kuva. 

Esimerkki    Oheisessa kuvassa on eräitä funktion 𝑓: 𝑓 𝑥 =
1

2𝑥+6
,

𝑥 > −3 integraalikäyriä. Määritä yhtälö sille integraalikäyrälle, joka si-

vuaa suoraa 𝑦 = 𝑦 𝑥 =
1

2
𝑥 −

1

2
. 
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Siis 

𝐹 −1 =
1

2
−1 −

1

2
 

2 −1 + 6
1
2 + 𝐶 = −1                                      

4 + 𝐶 = −1                 

𝐶 = −3      

Lopuksi 

         𝐹 𝑥 = 2𝑥 + 6 − 3 . 

Saadaan (laskemalla, älkää katsoko kuvasta), ehto 𝑥 > −3 huomioiden 

1

2𝑥 + 6
=
1

2
    ⟹ 
↑2

  2𝑥 + 6 = 4   ⟹   𝑥 = −1, OK ehto , 

joten kohdassa 𝑥 = −1 pitää olla 𝑦 = 𝑦 eli 𝐹 −1 =
1

2
−1 −

1

2
. 


