INTEGRAALILASKENTA, MAA9

Yleisia integroimissaantoja
Integroiminen eli annetun funktion f integraalifunktion F maarittami-
nen (l6ytdminen) on yleisesti haastavaa. Joskus joutuu jopa arvata tai
kokeilla. Mutta:

Oli keino miké hyvéinsd, aina voi tarkistaa meniké oikein, nimit-
tdin derivoidaan saatu integraalifunktio F.

Derivoinnin avulla voidaan osoittaa seuraavat integroimissaannot:

1. [ kdx = kx + C, vakion k integraali. ~ Huom [dx = [ 1dx
Esim.
f_dx _VT L Suoran yhtil8, kulmakerroin T,
kk. vastaa suoran derivaattaa.
H_J
F' (x) — F(x)

2. [k-g)dx=k-[gx)dx=k-(Gx)+C)=k-G(x)+ k-C
=vakio

=k-G(x)+ C', vakiotekijdin siirto ohi int.merkin.

1 5
fS-x3dx=S-fx3dx=5-<z-x4+6>=Z-x4+C’.

3. [(f(x) + g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x) dx = F(x) + G(x) + C,
summan integraali on yhteenlaskettavien, f(x):n ja g(x):n, integraali-
en summa. MUTTA!!! Tulon integraali ei ole integraalien tulo.

Kohdat 2. ja 3. yhdistden saadaan: polynomifunktio seka alkeisfunk-
tioista muodostettu summafunktio voidaan integroida termeittain.

4. (4f(x) + %g(x) —/17h(x) + 18 000k(x)+...+m(x)) dx =

4 f(x)dx + %fg(x) dx — 17 [ h(x) dx + 18000 [ k(x) dx+...+ [ m(x) dx.
Esim.

Esim.

10
f(S < 2x% 4+ 17x6 — 3e3¥) dx = ?x3 +x7 —e3* +C.
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Tarkistus/todistus  Derivoidaan

10
D <?x3 +x17 —e3¥ 4 C) = 10x2% + 17x16 — 3e3%, OK
5.Potenssifunktion f: f(x) = x%, kun a € N, a # —1 integroimiskaava:

1
jxadx=—xa+1+C, a€eNa=-1
a+1

jakuna = —1, niin

1
fx_ldxzf;dx=1n|x|+6, x#0.
Tarkistus/todistus  Derivoi tai katso kirja.

Huomautus Differentiaali dx voidaan merkitd myos osoittajaan teki-
jaksi.

—dx = | —, ——dx

fl dx f'(x) f'(x) - dx
x x fx) Cfo

Huomautus Muista juurilausekkeiden laskumenetelma: muutetaan
murtopotenssimuotoon = tehddan “temput” (esim. sievennykset tai
integrointi) = palataan juurimuotoon.

Esimerkki

1 7
fsx Vx dx—sf x4dx—5fx4dx—5 ¥ xatl
11
x4 =20. 1/xl

Tarkastellaan vield tapausta fidx =In|x| + C.

o

11

X

r—\lN
=)

Juy
o
=

Aiemmin: ...integraalifunktio maariteltiin jollakin valilla I.
Nyt esimerkiksi funktio f: f(x) = i ei ole maéritelty kohdassa x = 0.
Tasmallisesti, pitaisi siis integroida erikseen valeilld |—oo, 0[ ja ]0, oo].

Kunx > 0:
x>0

1
;dx=ln|x|+C”="lnx+C.
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Kun x < 0:

1 x<0
f;dx =In|x|+D = In(—x) + D.

Huomautus Vakioiden C ja D ei tarvitse olla samoja (ja harvoin ne
ovatkin). Esimerkiksi, jos on annettu alkuehto F(e) = 6, niin tallin

F(e)=In(e)+C=6 = (=35,

mutta D on vapaa.
Lisaksi vakioita voi merkita joko C, D, E, jne. tai C;, C,, C3, jne.

Tapana on pitaa luvallisena esitysta

1
J;dx=ln|x|+C, x#+0

ja vakion C arvot valitaan vileilld ]—oo, 0[ ja ]0, [ toisistaan riippu-
mattomalla tavalla.
Edellad kayty tarkastelu ei vain %:IIe, vaan kaikille funktioille, joilla nimit-

1

1
ajan nollakohta, kuten —, —, —
tdjdn nollakohta, kuten —, —, —

, jne.

Lopuksi: Milloin funktiolla f sitten ylipdansa on integraalifunktio?
Onko integraalifunktiota aina edes olemassa?

Lause, integraalifunktion F jatkuvuus ja olemassaolo:
Jokaisella jatkuvalla funktiolla f on integraalifunktio F. Tama integraali-
funktio on aina jatkuva.

Todistus Eka lause vaikeahko = sivuutetaan. Toinen seuraa siita,
ettd koska maaritelman mukaan F’ = f, niin talléin F on my0s jatkuva.

Huomautus Myo6s epdjatkuvalla funktiolla f voi olla integraalifunk-
tio, tosin ndma ovat harvinaisia tapauksia = katso moniste, jossa tar-
kastellaan funktiota (myohemmin, paloittaisen funktion integraali)

fif(x) =

xzsin%, kunx # 0
0, kunx =0

Laheskdan aina ei osata maarittaa jatkuvienkaan funktioiden integraali-
funktioita ns. alkeisfunktioiden avulla. Esimerkiksi, jos f on muotoa

2 . e
e* tai 1+ x3, niin mita on F?
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Esimerkkeja

a)
1

X —Xx X2 —x _1 1
f Z dx=f . dx=f(x2—1)dx=2x2—x+C.

b) Kdyran pisteeseen (x,y) piirretyn tangentin kulmakerroin on
2x + 1. Muodosta kdyran yhtalo, kun lisdksi tiedetadan kayran kulke-
van pisteen (—3, 0) kautta.

Tangentin kk. pisteessa (x,y) on 2x + 1, eli derivaatta pisteessa (x,y)
on 2x + 1. Nadin ollen kysytyn kdyran yhtal6é saadaan integroimalla de-
rivaattaa, siis

F(x)=ff’(x)dx=f(2x+1)dx=x2+x+C.

Lisaksi tiedetdan, ettd F(—3) = 0, eli
F(-3)=(-3)*+(-3)+C=6+C=0 = (=-6.
Kayran yhtalo on
y=y(x)=x>+x-6.

Esimerkki

x2 sing, kunx # 0

Osoita, ettd funktio f: f(x) = on kaikkialla derivoi-

0, kunx =0
tuva, mutta f’ on epajatkuva kohdassa x = 0.
Derivoituvuus kaikkialla:
Kun x = 0:  Tall6in suora derivointi antaa
Dx? sin% = 2x sin% + x2 cos%(—x—lz) = 2x sin% — cos% ,
eli derivaatta f’ on olemassa.

Kunx = 0: Maaritelma antaa
=0

f(x) —F(BS x2sinl Ef[:g-'zl]
lim = lim X — lim x siny =0,

x—0 x—0 x—0 X x—0

koska sini-funktio on rajoitettu. Eli f* on olemassa myés, kun x = 0.
Derivaatan epdjatkuvuus kohdassa x = 0:
Osoitetaan, etta raja-arvo

lim f'(x) = lim(2x sin — cos 1

x—>0f (x) x—>0( X x)

ei ole olemassa.
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Tehd&an vastaoletus, ettd on olemassa. Koska f'(x):n lausekkeen pe-
rusteella
1 _ 1 o
cosy = 2xsing — f'(x)
kaikilla x # 0, niin saadaan

. 1 _ 1: 1 o T AT ’
Jlg_r}rg)cos;—)lcl_r)r(l)(szm} f(x))—)lcl_r)r(l)(szmx) J161_1r)r(1)f (%)

=0—limf'(x) = —lim f'(x) .
x—0 x—0
Tama on ristiriita, silla edella kdydyn nojalla
lirr(l) f'(x) =0, eli on olemassa,
X—
mutta raja-arvoa lin(l) cos% ei ole olemassa.
X—

HUOM! Integraalifunktion maaritelmassa riittaa, ettd F on deri-
voituva ja F'(x) = f(x) kaikilla x € R/I.N&in ollen F’:n jatkuvuutta ei
vaadita. Sen sijaan F on aina jatkuva (koska on derivoituva).

Ylla olevassa esimerkissa valitse F = f ja F' = f.
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Huomaa, kuinka funktio f heilahtelee kdyrien y = x? jay = —x? vélissa.
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