Matematiikan kurssikoe, Maa 9 — Integraalilaskenta — RATKAISUT Sievin lukio

Torstai 22.2.2018
A-OSA

1. a) Integroi valivaiheineen

i) f(Zx—%>dt ii) LZde.

b) Maarittele integraalifunktio.

c) i) Olkoon

5 7 3
ff(x)dx=—3, ff(x)dx=2, fg(x)dx=7.
3 5 7

Maarita

7 1
| (2 ) —;g(x)) dx.
3
i) Kuvioon merkityt pinta-alat ovat A; = A3 = 1,32 ja A; = 13,05. Maarita pinta-alojen ja funktion

f kuvaajan avulla

1
1) f f(x)dx  2) funktion f integraalifunktion F arvon muutos valilla [— 2 2].
-3

WV

a) Saadaan

1
i) f(Zx—?)dt=2xt—lnt+C

2 1 (2 1 (2 1
ll) Jmclxzz'.fZ'sz—ldx=§'.[ 2'(2x_1)§dx
1 1 1



. 22-2 1%—1- 2:2 1% 2-1 1%
1/§(x—)—§[( - 2= (21— 1)

N[ =

1 3 3 1 1
== [(3)5— (1)E] ==-[3V3-1]=v3 -3
3 3 3
b) Olkoon funktio f madaritelty tietylla valilla. Jos on olemassa sellainen funktio F, ettd valin kaikissa pis-

teissé patee F’(x) = f(x), niin funktiota F sanotaan funktion f integraalifunktioksi.

c) i) Méaarétyn integraalin ominaisuuksista ja annetuista tiedoista saadaan

7 1 7 1 7 5 ; . ,
L<z.f(x)—5-g(x)>dx:2-Lf(x)dx—E-Lg(x)dxzz-(Lf(x)dx+f5f(x)dx>+i.f79(x)dx
5 7 3

i) Saadaan kuvan tiedoista

1
1) f f(x)dx = 1,32 — 13,05 = —11,73
-3

2) F(2)—F (— %) _ f_zlf(x) dx = f_llf(x) dx + fzf(x) dx = —6,525 + 1,32 = —5,205.

/N

4
= -5.20833

WV




2. a) Maarita se funktion f: f(x) = |x — 3| integraalifunktio, joka leikkaa x-akselin kohdassa 4. Hah-
mota funktion f kuvaaja (esim. Libren Draw-ohjelmalla, kuvan ei tarvitse olla *"taydellinen) (5p)
b) Laske F(—1). (1p)
a) Nyt funktio f on itseisarvofunktiona jatkuva kaikilla x € R, joten integraalifunktio F on olemassa. Lisék-

si f on paloittain maéritelty, silla

|x—3|—{ x—3, kunx —3 >0elikunx > 3
T =(x=23), kuinx —3 <Oelikunx < 3
Nain ollen
1
f(X—3)dX, kunx = 3 §x2—3x+C1, kun x > 3
1
f(S—x)dx, kun x < 3 —§x2+3x+62, kun x < 3

Integraalifunktion on oltava jatkuva kaikkialla (koska se on maaritelman perusteella derivoituva), joten tar-
kastellaan jatkuvuutta kohdassa x = 3. Taytyy siis olla
lim F(x) = lim F(x) = F(3)
. xX—3— x—3+
eli
li 123 C—l'123 C,)=FQ3
xi%“_(‘i" + 3x + 2)—xl)r§1+(§x —3x+ 1)— 3)

1 2 1 2
—5 3 H9+ G =53 -9+(

C,=45-9+C +45-9=C, —9

Siis integraalifunktioksi tulee (nyt vain yksi integroimisvakio mukana!)

1
—x2—-3x+C;, kunx >3

1
F(x) =4 2 = G- -3+ |
—Ex2+3x+61—9, kun x < 3

tata ei vaadita
Vield pitaa etsia se tietty integraalifunktio, joka kulkee pisteen (4,0) kautta. Toisin sanoen integraalifunkti-

on arvo kohdassa x = 4 on 0, eli F(4) = 0. Pitaa valita oikea lauseke, koska integ.funk. on paloittain mééri-
telty. Valitaan vaihtoehdoista (x > 3 tai x < 3) se lauseke, jolla x = 4 toteutuu, eli lauseke %xz - 3x + (Cy,

saadaan



FM4) =24 -3-44(,=0 = (=4, 7

v

6

ja loppujen lopuksi kysytty integraalifunktio on
5

(katso myos kuvat)
4
1 \
§x2—3x+4, kun x > 3 3
F(x) =

—§x2+3x—5, kun x < 3 .

Punaisella on piirretty funktio

fif(x) =1Ix=3|

Mustalla on piirretty integraalifunktioita F vakion
C, arvoilla 1, g 6, 8, ja sinisella on piirretty teh-
tavassa madritetty integraalifunktio (C; = 4).

b) Koska x = —1 < 3, niin arvon F(—1) laske-

miseksi valitaan —%xz + 3x — 5. Saadaan

1 1 1
F(-1) = =5 (-1’ +3(-1)-5=-5-8=-8-.
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B-OSA

3. a) Funktion f toisen kertaluvun derivaatta f''(x) = —4 sin 2x — 4 cos 2x. Liséksi tiedetaan, etta

r)=2 Q)=

Maarita f(x) seka f (g) Piirra ja liité vastaukseesi funktion f kuvaaja vélilta [-2m, 3m].

b) Laske ensimmaisessa neljanneksessa olevan yksikkdympyran x? + y? = 1 pinta-alan likiarvo muo-
dostamalla keskiarvo % (510 + S10), Missad s1¢ vastaa alasummaa ja 1, vastaa ylasummaa. Hyodynna
laskinohjelmistoja. Esim. TI laskee hakasulkujen {[1} sisalla useita muuttujien arvoja kerralla, katso

kuva alla. Hakasulut saat normaalista hakasulkumerkista nappaimistolta.

2-42,3,4,5,6} {4,6,8,10,12}
2-{45,76 {00,152}

a) Koska f'"'(x) = —4 sin 2x — 4 cos 2x, niin

f’(x)=jf”(x)dx=j(—4sin2x+4c052x)dx=2c052x—251n2x+C

ja koska
=0 =1
f’(%) = 2cos(§) —ZSin(g) +C=-2
= C=0

niin € = 0. Siis f'(x) = 2 cos 2x — 2 sin 2x. Edelleen koska
flx) = jf’(x) dx = f(Z cos 2x — 2sin 2x) dx = sin2x + cos 2x + D

ja koska

=1/3 =v3/2

#(Z) = sin(Z) + cos (T) + 0 = @2‘ L

= D=-1




niin D = —1. Siis f(x) = sin 2x + cos 2x — 1. Ja lopuksi

f(g)=sin(%)+cos(%)—1=2_\/§=\/§—1-

b) Hyddynnetd&n Geogebran komentoja alasumma ja ylasumma:

Muodostuva funktion lauseke saadaan yksikkGympyrasta

x2+y2=1 = y=+1-2x2

Joten (Oikea arvo A = % ~ 0,7853981633974)

1 1
> (510 + S10) = > (0,7261659356419 + 0,8261295815617) = 0,7761477586018

Il
K

s( <zl <1/4/15 g2
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295816

|
(an)

TAI

Laskee arvoja ja muodostaa summat.



4. a) Miten vakio M > 0 pitaa valita, jotta funktioiden f: f(x) = M - x ja g: g(x) = x*> — 2 - M? kuvaa-
jien véliin jaadvan alueen pinta-ala on 12? Etsi ensin likiarvo kahden desimaalin tarkkuudella aineis-

tot-osion geogebra-tiedostoa tehtava2a_bosa.ggb kayttaen ja maarita sitten tarkka arvo algebrallisesti

laskien. Perustele valivaiheiden (integrointi on oltava vastauksessa, mutta sijoituksen saa tehda oh-

jelmistoilla) avulla. (4p)

b) Keksi jatkuva funktio f, joka ei ole vakiofunktio ja jolle
2

f f(x)dx =2
1

jaf(x) = 0,kun1 < x < 2. Hyddynna esim. geogebraa. (1p)

c) Maarita valivaiheiden avulla (eli sijoitukset ja laskut pitaa olla nakyvilla.)(1p)
2
f 12xy/2x2 + 1dx.
0

a) Likiarvo M ~ 1,39. (Arvoa M ~ —1,39 ei hyvaksyta koska talléin M < 0.)

TR g(z) = 2°{ 2-1.39°

B = (2.78, 3.8642)

3 4 5 6 7

pinta-ala = 12.08529
1.39,/-1.9321)

Madritetadn ensin kayrien y = f(x) jay = g(x) leikkauspisteet:



laskin
y=y eli Mx=x*-2M = = —M

Koska M > 0, niin —M < 2M. Nain ollen integroimisvaliksi tulee [-M, 2M]. T&lla valilla paraabeli eli kay-

ray = x? — 2M? aukeaa yl6spain, joten paraabeli kulkee suoran y = Mx alapuolella. N&in ollen saadaan

2M 2M

2M
f [f(x) —g(x)]dx = f [Mx — (x? — 2M?)] dx = f [—x? + Mx + 2M?] dx
-M -M -M
2M
:_1\//1 —§x3+%x2+2sz— =§M3

Lopuksi mééritetddn vakio M, niin ettd méaaratty integraali saa arvon 12. Siis

9 2
“MP=12 = M=-==~139
2 3

b) Esimerkiksi funktio f: f(x) = 4x — 4 tai g: g(x) = —4x + 8 tai h: h(x) = m cos (xn + g) Katso kuvat:

T
5 / 5
) = —4xr+8 4 T
4 4 9(x) h(z) =7 cos (:1: T H 5)
3
3 3
2 2
a=2 3 c=2
| . b=2 1
1 0 2 3 4 T ! 0
1 0 1 3 4 »
-4
-1
-2 -2
flz) =42 -4 -3

tai k: k(x) = x? —%

c) Lasku antaa

2 2

2 1
f 12x+/2x2%2 + 1dx = 3[ 4x(2x% + 1)z dx
0

4x 2x2+1dx=3f
0

0

22 R 52 3
=3/ §(2x2+1)2=2 / (2x2+1)2=2[92—12]=2-26=52
0 0

. a) Kayrat y =In(x + 2) jay = In(2x — 1) rajoittavat valilla 0 < y < 3 kaksiosaisen alueen. Laske
sen pinta-ala perustellen, eli valivaiheet (integrointi ja sijoitus on oltava nakyvissa, sitten riittaa laskin).

Anna tarkka vastaus, kolmidesimaalinen likiarvo ja liitd kuva vastaukseesi.



b) i) Kuinka moneen yht& suureen osaan on vali [1, 5] jaettava, jotta funktioon g: g(x) = ; kuuluvat

ylé- ja alasummat poikkeavat toisistaan vahemman kuin 0,01:n verran? ii) Enta kuinka moneen yhta
suureen osaan on vali [1,5] vahintdan jaettava, jotta ns. valisumma voidaan pyoristaa likiarvoon
8,047. Hyddynna aineistot-osiosta I0ytyvaad geogebratiedostoa tehtava3b_bosa.ggb. Enta mika on va-
lisumman arvo viiden desimaalin tarkkuudella, kun osavéleja on 150 kpl.

a) Piirretdan kuva, alla.

N

x=1/2
y =In(2x — 1)

y =3 (10.54, 3)

(18.09, 3)

y =In(x + 2)

v

10 12 14 16 18 20

JOKO x-AKSELIN SUHTEEN INTEGROINTI TAI y —~AKSELIN:
y -AKSELIN SUHTEEN:
Leikkauspisteet: Kéyrien y = In(x + 2) jay = In(2x — 1) leikkauspiste:
In2x—-1)=In(x+2) = 2x—-1=x+2 = x=3 = (3,In(5)) = (3;1,61)

Kayrat jaalue: Kayrastd y = In(x + 2) tulee x = e¥ — 2 jakéyrastd y = In(2x — 1) tulee x = ey2+1.

Valilla [0,In(5)] kdyra x = % saa suurempia arvoja kuin kayrd x = e¥ — 2, vélilla [In(5), 3] kdyrd x =

. . . I Y1 s
e” — 2 saa suurempia arvoja kuin kéyré x = eT Néin ollen

3 LASKIN

In(5) eY +1 e¥+1
A:f ( _ey+2)dy+f (ey_z_ )dy = 6089 958... ~ 6,090
0 2 In(5) 2




TAIl x -AKSELIN SUHTEEN:
Leikkauspisteet: Kayrien y = In(x + 2) ja y = In(2x — 1) leikkauspisteet x -akselin kanssa: (—2,0) ja

(% 0) logaritmien ominaisuutta In(1) = 0 kayttéaen.
Kayrien y = In(x + 2) jay = In(2x — 1) leikkauspisteet suoran y = 3 kanssa:
3=In(x+2) = e3=x+2 = e} -2=x = (e®-2,3)=~(18,09;3)

e3+1 e3 +1
> = x = 3 ,3 ] =~ (10,54;3)

3=In(2x—1) = e3=2x-1 =

Kayrien y = In(x + 2) jay = In(2x — 1) leikkauspiste:

In2x—1)=In(x+2) = 2x—-1=x+2 = x=3 = (3,In(5)) = (3;1,61)
Alue: Valilla [—1,1] kéyrd y = In(x + 2) saa suurempia arvoja kuin kadyrd y = 0, valilla [1,3] kayra
y = In(x + 2) saa suurempia arvoja kuin k&yrd y = In(2x — 1), Vililla [3%] kdyrda y = In(2x — 1) saa

e3+1
2

suurempia arvoja kuin kédyrd y = In(x + 2), Valilla [ ,e3 — 2] kdyré y = 3 saa suurempia arvoja kuin

kdyrd y = In(x + 2),

joten

e3+1

1 3 3 e>-2
A= f (In(x+2)—0)dx + f (In(x +2) —In(2x — 1)) dx + f (In(2x — 1) = In(x + 2)) dx + f (B —=In(x + 2)) dx
-1 1 3 T+1

e3

LASKIN o3
2 5-In5+ C 12 = 6,089 958 ... = 6,090

b) i) Aluksi todetaan, etta funktio g(x) = gon tarkasteltavalla valilla [1,5] aidosti vaheneva. Talléin (aidon

véhenevyyden nojalla) kaikilla vélin [1,5] jakoon liittyvilla osavaleilla funktio g saa pienimman arvonsa
osavélien paitekohdissa ja vastaavasti funktio g saa suurimman arvonsa osavélien alkukohdissa. Lisaksi pa-
tee, ettd ensimmaéiselld osavélillad suoran minimiarvo m, on toisella osavalilla maksimiarvo M, ja yleisesti

m, = M, . Nain ollen ala- ja ylasummista supistuu suurin osa termeista pois, eli

Sp = MjAx + M,Ax + ... + M, Ax
Sp = miAx + myAx + mzAx + ... +m,Ax
=5, —S,=M;Ax+ 0 + 0 + .. + 0 —m,Ax

Joten, milloin



Sp—Sp = My —my)Ax = (g(1) — g(5)) -%= (5-1) -%< 0,01 ?

Silloin, kun

16 16
—<001 & —<n & 1600<n.
n 0,01

Néin ollen, kun véli jaetaan vahintddn 1600 osaan, on ala- ja yldasummien vélinen erotus S,, — s,, pienempaa

kuin 0,01. Katso kuva alla.

6

5 flx) = Jos ($>0, g)

4

3 erotus = 0.0099993609
5 ylasumma = 8.052191/7/423

alasumma = 8.0421923814

i) Hyddynnetédan aineistot-osion geogebratiedostoa. Kun n = 69, eli kun valisummaan otetaan 69 summat-

tavaa, niin tallgin valisumma voidaan pyoristaa arvoon 8,047. Katso kuvat.

N N

7

7 5 5
flx) = Jos ($>0, —) 6 flx) = Jos (m>0, —)
6 & x
5
5 n==69 n =68
4 d 4 .
. Vilisumma — 80465178448 5 Valisumma = 8.0464979557
, \.  Tarkka arvo = 8 0471895622 » \\Tarkka arvo = 8.0471895622
N N
1 ™~ 1
T o 1 2 3 4 5 5 7 ) 9 10 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Ja kun osavéleja otetaan vélisummaan 150 kpl, eli n = 150, niin valisumman arvo on 8,0470473583. Katso

kuva alla.



7
6 flx) = Jos (:c>0, —)
T
5
n=150
4 T T )
3 Valisumma = 8.0470473583
5 Tarkka arvo = 8.0471895622
1
—10123456789101112>

6. a) Kayran y = e* ja suoran y = 1, valilla [-1, 1] rajoittama kaksiosainen alue pyorahtaa y-akselin
ympari. Laske tilavuus ja hahmota/piirra se tasoalue, joka pydrahtad. Kuvan ei siis tarvitse olla tark-
ka (geogebralla tehty), sen voi tehda esim. Libreofficen Draw-ohjelmalla, mutta riittdvéan selkeasti ja

tarvittavat tiedot sisdltéaen. Geogebra toki antaa heti tarkan kuvan.
b) Kdyran y = e* ja suoran y = ¢, missa ¢ > % valilla [-1, 1] rajoittama kaksiosainen alue pyorahtaa

suoran y = ¢ ympari. Miten tulisi vakio c valita, jotta syntyvan pyorahdyskappaleen tilavuus olisi

mahdollisimman pieni? Integrointi riittda tehda laskinohjelmilla, mutta lauseke tai integraali pitaa ol-

la esilla sekd muut perustelut. = 1
a) Kdyran y = e* jasuoran y = 1 leikkauspiste: ! 7 25
y=y = e*=1 = x=0 2
Ja talloin y = 1. Siis piste (0,1). Katso kuva oik. gy=1 "o
Valilla [—1,0] kayrd y = f(x) = e* on suoran y = 1 g
alapuolella ja valilla [0.1] ylapuolella, katso kuva ylla, ) — * |
-3 -2 -1 0 1 2

Nain ollen pyoréhdyskappaleen tilavuudeksi saadaan 05




1

1 € 1 e 4
V=7T'12'(€—2)—f 7T'(1HY)2dy=7T'<e—g>—n-.[1(lny)zdy= . = — = 4,622

e laskin

e

Vlierio

Kuvia (ei vaadita!). Alue on pintojen valiin jaava alue.

b) Nyt siis vakio ¢ > Eja liséksi pyorahdys tapahtuu x-akselin suuntaisen suoran y = ¢ suhteen. Integ-

rointivéli on selvd ja nyt kannattaa kéyttaa itseisarvoa eli funktiota h: h(x) = |e* — c|. Néin ollen tilavuus-

funktio muuttujan c suhteen on

1 1

1
7T'|ex—C|2dx=T['f (ex—c)zdxzn-f (e?* — 2ce* + c?) dx
-1

-1

V:V(c) = f

-1

1

1 1
=T['f (e —2ce*+cHdx=m- / E-ezx—ZCex+c2x

2 1 1
= .. =1 2c2+(——2e)c+—<ez——)
—————— e 2 82

laskin

Tama saatu lauseke normaalisti derivoidaan ja etsitadn derivaatan nollakohta jne. Saadaan
, 2
V'(c) =n(4c+;—2e)

Milla c:narvolla V' (c) = 0?

Edelleen joko merkkikaavio tai testiarvot. Lasketaan testiarvot:



,e—1 ) , e -1
V( ): —2-2e~-343 ja V = =22 —2¢~934
2e 2e

. 21 . . L .
Néin ollen vakion c arvolla ¢ = 67 ~ 1,175 saavuttaa tilavuusfunktio V minimiarvon. Katso kuvat (ei vaa-

Sy

dita) alla.




7. Juustoa myydaan suoran ympyralierion muotoisessa pakkauksessa. Lierién korkeus on h ja sen poh-
jan sade on r. Juusto leikataan ensin pystysuorassa suunnassa kahteen yhtasuureen osaan. Toisesta
puolikkaasta leikataan vinosti kuvion osoittama pienempi pala, jonka korkeus on h. Laske taméan
juustopalan tilavuus integroimalla. [YO K14/10]

VIHJE: Voit tehd& paloittelun joko x- tai y-akselia vastaan kohtisuorilla tasoilla.

/\Z

Ty

6]teﬁnéfnni
m

<http://www.valio.fi/tuotteet/juustot/valio-oltermanni>. Luettu 12.3.2013.

Piirretddn pari kuvaa ylh&alta ja sivulta

SIVUYLHAALTA YLHAALTA

A
y

Yo

Poikkileikkauspinta on suorakulmio, jonka pohja saadaan Pythagoraasta:

_ [z 2
Yo =+NT" — Xg



ja korkeus suorasta y = % - x, joten pinta-ala A on

h h
Alxp) =2 yy" = %9 =2° Tz_xoz';'xo

kanta ~——
korkeus

Nain ollen kappaleen tilavuus saadaan integroimalla yli valin [0, ], huomaa, ettd nyt alaindeksi 0 on otettu pois!
r T r h h T
=.f av =J. A(x)dxzf 2:yr?2 —x%2-—-xdx = ——-f —2x - (r? —x?)Y2dx
0 0 0 r r Jo

h 2h 2
/ = (r —x?)2 = ——[02 (rz)z] 13 =—-hr?
T o 3 C3r 3

TAI

Tekee paloittelun y-akselin suhteen, jolloin poikkileikkauspinta-ala on suorakulmainen kolmio. T&ll6in pinta-

ala A on

1 h 1 h h
A(y0)=z. 959 ';'xo =§-«/r2—y02-;-«/r2—y02=§-(r2—y02)

kanta ~——
korkeus kanta korkeus

Nain ollen kappaleen tilavuus saadaan integroimalla yli vélin [—r, r], jalleen alaindeksi 0 on otettu pois.

r r T h h r h r 1
=] dV:j A(Y)d}/:J _.(TZ_yZ)dy=_.f (TZ_yZ)dy=_. / sz——y3
_r _r _p2r 2r J_,

2r 3
h 1 1 h 2 h
_ {3 __.3 3 3_%2. 3\ _ ",
_Zr[(r 3r) ( g )] 2r<2r 3r) 2r

-Tr



8. Olkoon f:f(x) funktio, joka on maaritelty valilla 0<xx<<12. Alla on esitetty funktion
F:F(x)= J x0f(t)dt
kuvaaja valilla 0<<x<<12. Arvioi kuvaajan perusteella
a) maarattya integraalia
[ 41f(t)dt ,
b) milla valeilla funktio f on vakio ja

¢) milla valeilla funktio f on aidosti vaheneva.

[YO S17/13]

Olkoon \(f\colon f(x)\) funktio, joka on maéritelty valilla \(O\leq x \leq 12\). Alla on esitetty funktion\[F\colon
F(x)=\int_{0}{x}f(t)dt\]kuvaaja valilla \(O\leg x \leq 12\). Arvioi kuvaajan perusteella

a) méaarattya integraalia \[\int_{1}"{4}(t)dt\ \]b) milla valeill& funktio \(f\) on vakio ja
c) mill& valeilla funktio \(f\) on aidosti vaheneva.

[YO S17/13]



