TRIGONOMETRISET

Yhd istetty funktio  rukmor a7

Madritelm3, yhdistetty funktio:
Funktioiden f ja g yhdistetty funktio g o f (luetaan ”g pallo f”) maa-
ritelldadn yhtalolla

(go N =g(f(®).
Funktio g on ns. ulkofunktio ja f sisdfunktio.

(koko jouk- A = M
/" ko A tai osa) g g( Q)

@ > %
) (Ma J
Agos —G(ﬂf)—q (M) )

(g°f):A—>B; x'—>g(f(x))-

Siis funktio

Lyhyesti, mika on funktion f arvojoukon Ay (eng. “range”) ja kuva-
joukon f(]\/[f) (eng.”image”) vélinen ero?

Kaytannossa samat. Voidaan ajatella, etta arvojoukko kertoo vain mit-
ka arvot funktio saa, mutta kuvajoukko pitda sisallaan tiedon kuinka
monta kertaa jokin tietty arvo saadaan (tdma vain mun omaa poh-
dintaa). Vertaa funktio f: R > R; x +— y = x2. Arvojoukoksi tulee
luvut nollasta darettémaan. Eli R:n kuva on f(R) = [0, oo].

Al3 sekoita arvo- eli kuvajoukkoa maalijoukkoon! (wikipedian ongelma!)

Miten yhdistetyn funktion arvo lasketaan. Funktion g o f arvo muut-
tujan arvolla x saadaan laskemalla ensin f(x) (funktion f arvo) ja sit-
ten funktion g arvo lasketulla muuttujan arvollay = f(x).

Huomaa merkinta

(9o N =g(f(x).
Siis ensin operoi f ja sitten g.
Usein muodostetaan suoraan lopullinen eli yhdistetyn funktion lau-
seke.
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Jatkossa voidaan “pallotella” useamman funktion voimin, eli esim.

(hogof)x) =h(g(f)) .
Esimerkki Olkoon f: f(x) = x?ja g: g(y) = 2y. Talléin

(o) =g(f(x) =2+ f(x) =2x2,
Fo)® = Flg) = (g())” = 2y)? = 4y2.

Tehddan havainto g o f # f o g ja ndin on ldhes aina!

Olkoon f: f(x) =1+ 2xja g: g(y) =4/y. Talléin
1
(go flx) =v1+2x, 1+2x20e1ix2—§
Fegd=1+2yy, y=0
Siis, maarittelyjoukot eri!

Esimerkki Olkoon f(x) = 3%, g(x) = x?jah(x) = i;—i Talloin

(f 0 9)(x) = 399 = 3" ja (go F)(x) = (F(0)" = (3%)2 = 3%,

Lisaksi

1-g(f®) 1-(f@)° 1-3%
1+9(f®) 1+ (f)° 1+3%
Ja laskemalla arvo muuttujan arvolla —2, saadaan

1-3262 1-%L 1-L1 3o
= (hogo —2) = = 3 = 8l - —_ » 0,975.

(hogeof)x)=

Ja mikdan ei estéa pallottelemasta samaa funktiota, esim. h o h, eli

1—x 1+x—14+x

1-h(x)  1-73% 1+x 2x
(hoh)(x)—1+h(x)— 1_|_1—x T o 1l4+x+1-—x _T_x'
1+ x 1+ x

Havaitaan mielenkiintoinen ilmid. Funktio h o h palauttaa muuttujan
x, kunhan x # —1.

Eikos tama funktio h ole kdanteisfunktio funktiolle h, eli itselleen? Ai-
van... naihin kdanteisfunktioihin palataan.
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Yhdistetyn funktion derivaatta

7.-kurssilla:  Df(x)" =n- f(x)" - f'(x), eli esimerkiksi

(2x?> = 5)3=3.(2x%2 = 5)? - 4x = 12x(2x%2 — 5)?.
Lause
Olkoon funktio f derivoituva kohdassa x ja funktio g kohdassa f(x).

Talléin yhdistetyn funktion g o f derivaatta on ulko- ja sisdfunktion
derivaattojen tulo (useita merkintja)

D(g° f)(x) = D(gf)(x) = Dg(f(x)) = g'(f(x)) - f'(x) .
Todistus Sivuutetaan. Tulee erotusosamaaran raja-arvosta.
Sen sijaan tarkastellaan asiaa ns. ketjusaannon avulla ja otetaan diffe-
rentiaalit kdyttoon. (Differentiaali on darettdman pieni muutos. Kurs-

silla 13 jatketaan differentiaalien tarkastelua. Halukkaat voivat tutus-
tua pedasta loytyvaan matskuun.)

Merkitaan f (x) = zja g(z) = y, jolloin

f g
| > | > | >
0 R 0 R 0 R
x —puoli \Z—pfli/, y —puoli
g-e f Huijataan, eli kerrotaan osoit-
Tallgin taja 1:1l3 muodossa dz/dz.
dg(f(x))
D( of)(x)zd(g°f)=d9(f(x))i iz__¢
g dx dx dx
dg(f(x)) dz B dg(z) dZ dy dz
dz T dz T dz dx
f(x) g9(2) =

d .
Nyt d—JZ] on ulkofunktion derivaatta ja E on sisafunktion derivaatta.
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2
Esimerkki Ma&éarita a) D (ﬁ) b) D(1 + 3x)2.
a) Sisafunktiona on f: f(x) = ﬁ ja ulkofunktiona g: g(x) = x2.
Nain ollen
D( X )2_ < x )1 1-(x+2)—x-1 2x 2
x+2) X+ 2 (x + 2)? T x+2 (x4 2)2
ulkofunktion sisafunktion
g derivaatta f derivaatta
kohdassa f(x). kohdassa x .
_ 4x
T (x+2)3
b)

D(1+3x)2=2-(1+3x)-3=6(1+3x)=18x+6.

Esimerkki  Milld x:n arvoilla funktio f: f(x) = x2(1 — 2x)° on ai-
dosti kasvava?

Aluksi on syyta tehda ns. perushavainnot: Funktio f on polynomifunk-
tiona jatkuva ja derivoituva kaikilla x € R. Onko f polynomifunktio?

Saadaan
f(x) =2x-(1—2x)° +x2-5(1 —2x)*- (-2)
=2x-(1-2x)(1—2x)* —10x? - (1 — 2x)*
= (2x — 4x*)(1 — 2x)* — 10x? - (1 — 2x)*
= (2x — 14x?)(1 — 2x)*
=2x(1—7x)(1 — 2x)*
= fx)=0 <x=01/7,1/2

0 1/7 1/2

Derivaatan merkki- 2 — |+l + |+ -+
kaavio ja funktion 1/2
kulkukaavio. 1-7x i I el B =

— 2 )4 1/7
N&in ollen f on ai- Q-2 + [+ ]+ ]+ \ /
dosti kasvava,lkun i — |+ == F°+

0<x<=-.
<x<g f \ / \ \




Esimerkki Derivoi madaritelman \/7 kautta . Oletetaan, ettd f' on
olemassa.

NG+ =)
D7) =

. VG +h) —Jf) - (Jfx+h) +/f)
h=0 h-(Vf(x+h) +{f()

i (f(x +h) — f(x) 1 )
= 11Im .
h—0

h (Jfx+h) +/f)

_ <1. flx+h) — f(x)) ( | 1 )
=(lim -| lim
h—-0 h =0 [f(x + h) +/f(x)
=fl

_ f'(x)
2Jf0) 2/f)’

=f"(x) -
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