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Tangenttipiste ja kulman a tangentti: =~ TRIGONOMETRISET FUNKTIOT, MAA7
Kulman a kehapisteen P koordinaatit antavat suoraan kulman «a sinin
ja kosinin. My0ds tangentti voidaan maarittaa graafisesti.

Madritelma:

Yksikkdympyraa pisteessa (1,0) y1

leikkaava suora x = 1 ja kulman

loppukylki tai sen jatke leikkaavat T=
pisteessa T = (1, t). Tata pistetts
sanotaan kulman «a tangenttipisteeksi.

Kulman a tangentti on tangentti- a
pisteen T y-koordinaatin arvo t.

HUOM! Kuna=g+n-n, neEZ,ei
tangenttia ole maaritelty, silla

sin® 1
T _ 2 _
tanT=—2%=_
cosy 0
ja nollalla ei saa jakaa. Aran = ]—00, 0.

Palautuskaavat:
Tangentille saadaan

tana = —tan(—a).
Vastaavasti suplementtikulmalle 180° — a patee
tan(180°—a) = —tana tai tan(wr —a) = —tanca.
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TRIGONOMETRISET

Tangenttifunktio FUNKTIOT, MAA7

Tangenttifunktio on sinin ja kosinin tavoin jaksollinen, perusjaksona .
Muista, etta tangenttifunktiota ei ole maaritelty kaikilla x € R, kuten

. . sinx .. R .
cosx ja sinx. Koska tan x = sy Nin silloin kun cosx = 0, eli kun
x =4 > + n -1, n € Z ei tangenttia ole maaritelty.

Tangentti saa mielivaltaisen suuria ja pienia arvoja, siis

—oco < tanx < oo,

Jaksollisuuden myo6ta trigonometrisille funktioille riittdd piirtdaa kuvaaja
perusjakson mittaiselle x-akselin osuudelle. (Toki saa piirtdd enemman-
kin.)

6 y = tanx
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Tangenttiyhtaloita

Esimerkki Ratkaise yhtalé tanx = 1.
Tangentin tapauksessa aina ensimmdisend pitdd
mddrittelyehto tsekata!
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T
x¢§+n-n, n e Z.

Eli, milla kulman x arvolla tangenttipisteen T
y-koordinaatin arvo on yksi, eli T = (1,1)?

> x=% (tai x = 45°)
> Jaksollisuus: x = % +n-2m n €L

Myds x = %ﬂ + n-2m, n € Z kay ratkaisuksi.
Sk _T® —

. .. 41T
Edelleen havaitaan, ettd ~ =2 + % =2 + 7,

jolloin lopullinen vastaus voidaan ilmaista muo-
dossa

T
x=Z+n-7t, n € Z.

T =(1,t)
X
1
|
T =(1,t)
X
1

Tangentin perusjakso on siis 1, sinin ja kosinin 2m. Tdrkedid: lopuksi

pitda vastaus tarkistaa alussa tehtyyn maarittelyehtoon.

Vastaus x = % + n -  toteuttaa maar.ehdon x + g +n-m n€LZ.
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tana =tanf

A
”Suomennos”. Milloin kulman a tangenttipisteen T, T, =Tg
y-koordinaatti on sama kuin kulman £ tangentti- P, =Pg
pisteen Tg y-koordinaatti. tan @

Kaksi vaihtoehtoa: b

1. Kulmat ja tangenttipisteet T, ja Tg >

ovat samat, eli
a=pf+n-2m.

2. Kulmien a ja 8 kehapisteet P, ja Pg *

ovat eri, mutta tangenttipisteet ovat
samat, eli

a=pf+n-m. ﬁ/ = tanf
SIS a=pB+n'm a

TANGENTIN KOHDALLA TARKISTA/ VARMISTA, ETTA SAA- 1
MASI RATKAISUKULMA KUULUU TANGENTIN MAARITTE-
LYJOUKKOON! MAARITTELYJOUKKO RIIPPUU SITA, MITA Pp
ON TANGENTIN SISALLA!

ESIMERKKI
Ratkaise yhtalo

tan4x = tan (g + x)

Maaritelma:
4x # =+ A Six#o+
XF5Tn'm —+txF-+n-m
2 J 2 2
¢n+ n JA *
XFo-Tn"— X#+N'T
8 4
Tangentille saatiin: a=f+n-ma=4x ja B=§+x-
T
4x=5+x+n-n
3 n+
X==—+n'm
2
n+ T
x:— n._
6 3
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Esimerkki tangentin aariarvotehtavasta

Méarita funktion f: f(t) = tan (6t - g) — 24t 3ariarvot vilill3 [O,i—g[.
Onko funktiolla suurinta ja pieninta arvoa?
Funktio f on hyvin maaritelty, jva&deriv., kun 6t —g * g + n - m, eli kun

T T
6t—-+-+n-m

3 2
5t
6t # ? +n'm
. 5t N T
#—+n-—
36 6
. . .. . 5t 11m 17 . 1 7T .
Kiellettyja kulmia ovat siis esim.: 36’ 36’ 3¢ Ine. —3o, —ggine
511\”_1 b4 511\”_1 b4 51 m 5 b4
36716 36726 361636 2%



Mutta koska meilla tarkasteluvalind on [0,1—7;[ eika mikaan kielletty kul-

ma kuulu talle valille on ”kaikki hyvin”. Ndin ollen kysytyt dariarvot I6y-
tyvat siis valin paatepisteesta t = 0, derivaatan nollakohdista tai tarkas-

. . . 2
telemalla toispuolista raja-arvoa t = =

Derivointi antaa (tangentin derivaatat, D tan x =

1
= 1 + tan?(x)):

cos

’ — 2 —_ E . — 5_7T . E
f'@) = (1+tan (6t 3)) 51‘5'65— 24, t# 36+n e
tangentin derivaatta funk.
deriv.

ja f'(6) = 0, kun (1 + tan? (6t — %)) 6 — 24 = 0, eli

(1+ tan? (6t—%))-6=24
1+tan2(6t—%)=§=4
tan2(6t—E =

= tan (6t - g) = +V3

Saadaan siis kaksi yhtaloa:

T T

tan (6t - —) =3 tan (6t —5) = —/3

6t 7T+ = 6t n +

= —_——=— —_— =
3 3 n-m 3 3 n-m

21

6t—?+n-n 6t=m+n-'m
t="4n.0 t +n-=
—9 "% “5 "6

Ratkaisukulmia t ovat siis esimerkiksi:

m 5m  4m ai T T T

_) o ) - ) al _l - ) - )

9’ 18 ' 9 6" 3 ' 2
T[HJT[ s s Vs bt T T - Vs
gtlg 9t2g 6716 612
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Ratkaisukulmat toteuttavat maarittelyehdon, eli ratkaisukulmat eivat
ole kielletty kulmia! (Totea tama...miten? Koska sama jakso %, niin...)

Meita kiinnostaa vain ne kulmat, jotka osuvat valille [0,1—:[. Vain yksi

. . T e 2
ratkaisukulma, elit = > kuuluu vilille [O’E['

Lopuksi ne dariarvot:

£(0) = tan 6 0—5)—24 0= tan (- ) 0=—v3~—1732

f (g) = tan (6
llm f) = llm (tan (6t — 5) — 24t)

(2T

15

Vast.: Ei suurinta arvoa (suurin arvo siis lahestyy lukua —0,539), pienin arvo

fmin:\/§
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15

_t (77r> 48m
an 15
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53— 2g=

15

tan (5 )———\/_—?~—6646

2n 0w
—tan<6 ———)—24

- —~—0,539

-5 —6,646. Katso kuvat alla!
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vali [0 15[ on merkitty

punaisella ja kielletyt kulmat
katkoviivoilla.
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