TRIGONOMETRISET

TRIG.FUNKTIOIDEN DERIVAATAT runior, maa7

Kertausta Maaritelman mukaan derivaatta on erotusosamaaran
raja-arvo, merkitdan
Af  fle+Ax)—f(x) .mf(x+h)—f(x)

AI;TOH - Alalcr—r>lo (x+Ax)—x ;ll—>0 h

Geometrinen tulkinta on kdyrdn y = f(x) tarkastelukohtaan asetetun
tangentin kulmakertoimen arvo.

_ A tangentti

flatbn-fG) _ jokin luku,

(x+Ax)—x
feta) -0 _ jokin luku,

(x+Ax)—x
fatAn)=lx) _ jokin luku, )

(x+Ax)—x
fx+Ax)—f(x) . .
“oiox = jokin luku, Y, ! !

v / x x+Ax x+ Ax x + Ax x + Ax

Se luku, mitd nama luvut Iahestyvat on derivaatan arvo kohdassa x, eli kdyran pisteeseen
(x,f(x)) asetetun tangentin kulmakerroin.

Esimerkki a) Funktion erotusosamaarille f: f(x) = 2x? kohdassa
x = 3 saadaan

2:(3+1)2—(23%) _ 32-18 _ 14

kun Ax = 1: GiD-G) 1 = 14
Al 2:(3+0,5)2—(23%) _ 245-18 _ 65 _
kun Ax = 0,5: Gro5—(3  — 05 o5 13
. 2_(9.32 _
kun Ax = 0,1: 2:(3+0,1)2-(23%) _ 1922-18 _ 1,22 _ 12,2
(3+0,1)-(3) 0,1 0,1
. 2_(9.22 _
kun Ax = 0,01: 2:(3+0,01)%—(2-32) _ 181202-18 _ 0,1202 _ 12,02
(3+0,01)—(3) 0,01 0,01
kun Ax = 0,001: 2:(3+0,001)%—(2:32) _ 18,012002-18 _ 0,012002 _ 12,002
(3+0,001)—(3) 0,001 0,001
. 2_(9.22 _
kun Ax = 0,0001: 2:(3+0,0001)2—(23%2) _ 18,00120002-18 — 12,0002

(3+0,0001)—-(3) 0,0001

Raja-arvo niyttdisi olevan 12 kohdassa x = 3. OK, silld f'(x) = 4x ja
edelleen f'(3) = 4-3 = 12. Edelleen, havaittiin, ettd mairitelman
kautta derivoiminen on todella hidasta = derivoimissaannot - MAOL.
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Esimerkki Derivoi

a)  fif)=2x*+4x,b) g:g(x) =+3Yx

a) Kyseessa on summalauseke, derivoidaan termit erikseen:
f'(x) = 4x + 4.
b) Kyseessd on tulolauseke, huomioidaan tulofunktion derivoiminen,
juuret potenssimuotoon seka yhdistetyn funktion logs 3x derivoimis-
sdaanto:
1 1 1 .2 1
"(x =\/§-—x§_1 =\/§-—x_§ =\/§-—_
g'(x) 3 3 e
Tietysti olisi vield hyva tarkistaa maarittelyehdot: nollalla ei saa jakaa ja

murtopotenssien jne. maarittelyehdot. Muista myds osamaaralausek-
keen derivoimissaanté - MAOL.

Enta trigonometristen funktioiden derivoimissdannot?
Osoittautuu, etta

D sinx = cos x, D cosx = —sinx, Dtanx = 5 -
COS* X

Perusteellaan sini (I6ytyy myos kirjan takaa). Rajankdyntia varten tar-
kastellaan seuraavia yksikkdympyraan liittyvia pinta-aloja:

tan x

1/2-1-sinx < 1/2-1-x < 1/2-1-tanx

Asektori Saadaan ympyran alasta, nyt Aympyrs =77

Asektori X
w-r?  2nr

1
= Asektori = E Xr
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Toisaalta, koska tan x = ::;i,x * g + n - T, niin kaksoisepayhtalo

11' 11 11
> smx<2 x<2 tan x

voidaan kirjoittaa muotoon

sin x < X < sin x
2 2 2cosx
Edelleen, kerrotaan 2:lla ja jaetaan sin x:1la (kunhan x # 0 + n - m)
X 1
1 , < .
sin x cosXx

. L .o 1 1 I
Kun nyt x — 0, niin cosx = 1 ja oikea puoli, eli o 1° 1. Talldin

on epdayhtalon nojalla myos vélitermin ﬁ pakko lahestya ykkosta, siis
X sinf
-1 = -1, kun x - 0.

Pitaa olla samat!
Tama on tarkea raja-arvo, jota hyddynnetdan derivoinnissa.

sin x

MAOLsta loytyy tulos kahden sinin erotukselle

. . a+p  a—-p
sina —sin § = 2 cos 5 sin——.

Tata ja edella saatua raja-arvoa kayttdaen kirjoitetaan osamaara ASAi;x
toisin, saadaan: _ = . jf
Ay Asinx sin(x + h) —sinx
Ax Ax  (x+h)—x
7 cos ((x +h) + x) sin((x + h) — x)
2 2
B h
h\ . (h . (h
~ 2cos(x +7>51n(7> B 51n(§> s x+ﬁ
B h ~ h 2
2

sn(?)

.. h .
Nyt kun h — 0, niin —** - cos (x +E) — 1 cosx = cosx. Siis, sinin
2
derivaatta on kosini. Monisteessa on kosinin ja tangentin der.sdannot.
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Esimerkki Soveltava (ollut koetehtavana).

Alla oleva kuva havainnollistaa vesikourun poikkileikkausta. Milla
kulman «a arvolla vesikouru kuljettaa eniten vettd? (Voit olettaa, ettd
veden virtausnopeus on vakio kaikilla kulman « arvolla.)

Veden virtausnopeus on vakio, joten kourun kuljettamaan vesimaaraan
vaikuttaa vain kulman a arvo. On selvaa, etta riittaa tutkia tilannetta, jossa

O0<a< g Riittaa siis maksimoida vesikourun poikkipinta-ala, joka on kul-
man a funktio. Funktioksi saadaan (kuvaa hyddyntéden)

D E— R

a 13cm

. — . 1 . 1 . 1 .
Apoikkipinta—ala: A(@) = 13cm:13cmsina +2 (E 13cmsin @ - 13cm cos @)
kanta-korkeus
keskiosa(suorakulmio)

0,5-korkeus-kanta
péaatykolmio

= 169cm? sin @ + 169cm? sina - cos «
—_—
=% sin 2a
= 169cm?(sina + 1 sin 2a)
joten

A'(a) = 169cm?(cos a +%cos 2a-2) = 169cm?(cos a + cos 2a).

Milloin A'(a) = 0. Silloin, kun cos a + cos 2a = 0. Nyt koska pitee
(MAOL) cos 2a = 2 cos? a — 1, niin ehto tulee muotoon

2cos’a+cosa—1=0.
Merkitdan cosa =:x, jolloin toisen asteen yhtilén 2x?>+x—1=10
ratkaisut ovat

—1+yJ1-4-2-(-1) -1%3 | tai
= = - = — =
X 52 4 X1 al X,

E .
Lopuksi

cosa = TAI cosa = —1
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Saadaan

a=+= TAI a = —T.

w| X

Koska 0 < a < % niin hylataan arvot —gja —TT.

Lasketaan lopuksi funktion Apoikkipinta—ala: A(a@) arvot vélin paatepis-
teissa ja derivaatan nollakohdassa, saadaan

Apoikkipinta-ala: A(0) =169cm?(sin 0 + 2sin(2-0)) = 0 cm?

[ of . T 1 T
Apoikkipinta—ala A(§) = 169cm 51n§+§sm (2 §)

3V3
= 169cm? Sk 219,5 cm?

s of .om 1 i
Apoikkipinta—ala: 4 (E) = 169cm smE +§sm (2 E)

=169cm?-1 = 169 cm?

.. . . A
Siis, kourussa kulkee eniten vettad kun kulman arvoon a = -



