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DERIVAATTA, MAA6

Derivointia maaritelman kautta

Merkintdja/notaatioita:
Derivaattaa merkitdan monella eri tavalla

1) Maaritelmamerkintoja
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2) Historiallis-symbolismerkintoja
1. f'ja f'(x) Lagrange:n merkintatapa, Ranska 1736-1813

2. DfjaDf(x) Cauchy:n merkintatapa, Ranska 1789-1857

af —ifja df(x)

T Ix Leibniz:n merkintdtapa, Saksa 1646-1716

- Lagrange:n merkintitavassa f'(x) korostuu se, ettd monesti myds derivaatta on
funktio, jonka jatkuvuutta / derivoituvuutta voi edelleen tutkia.

- Cauchy:n merkintdtapa Df (x) korostaa operointia, eli mité toimintoa ollaan teke-
méssa (iso D) ja operoinnin kohdetta (f(x)). Siis operointi D kohdistetaan funk-
tion f arvon f(x) méaérittelevaan lausekkeeseen. Tama merkintitapa on kaytto-
kelpoinen vektoriarvoisille funktioille... lineaarikuvaukset... matriisit.

- Mitd uutta / lisda Leibniz:n merkintatapa sitten antaa? Se kertoo derivaatan mdd-
ritelmdn lyhyesti, silla erotusosamaaran raja-arvo voidaan ymmartaa differentiaa-
lisilla suureilla (ns. infinitesimaalisilla suureilla) iimoitettuna
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Nailla kaikilla merkinngilld on paikkansa = opettele sujuva kaytto!

Ruvetaas derivoimaan!
Derivaatan maaritys tietyssa kohdassa x = x, oli ja on edelleen hidas-
ta, enta yleisesti? Siis saadaanko kerralla kaikissa kohdissa derivaatta
madritettya? Saadaan.

w_ Aiemmin oli maininta

- Hyoédynnetdan maaritelmaa }Lirr(l)

ettd sama muutos h pitaa lo6ytya seka osoittajasta ettd nimittdjasta,
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sa maaritelma”versiossa”.

- Toisaalta tavoitteena on saada h pois nimittajastd, jottei tule tilan-
netta 1220

Tarkastellaan seuraavia esimerkkeja.

Esimerkki a) Oletetaan, etta funktio f on derivoituva kohdassa x.
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b) Kuten a)-kohdassa, nyt }lirr(l)f (haastava! ©).
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Esimerkki Derivoi funktio f: f(x) = x2 — 1.
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Ja nyt voidaan missa tahansa kohdassa x laskea derivaatan arvo. Esi-

merkiksi kohdassa x = 4,5 derivaatan arvo on 9.

DERIVAATTA, MAA6
Derivoituvuus ja jatkuvuus

Jos erotusosamaaralla on vain vasemmanpuoleinen (vastaavasti oike-
anpuoleinen) raja-arvo, niin funktio f on kohdassa xy vasemmalta (oi-
kealta) derivoituva.

Tama raja-arvo on funktion f vasemmanpuoleinen (oikeanpuoleinen)
derivaatta kohdassa x,, merkitaan

f'(xo =), f'(xo +),
TAI
£ (xo), f+’(xo)-

Maaritelmd, derivaatta & derivaattafunktio & derivoiminen:

Funktion y = f(x) derivaattafunktion f” arvo f’(x) on funktion f deri-
vaatta kohdassa x. Derivoiminen tarkoittaa derivaattafunktion muo-
dostamista. Derivaattafunktio on maaritelty kaikissa niissa kohdissa x,
joissa f on derivoituva. Puhekielessa derivaatta «— derivaattafunktio!
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Lause, derivoituvuus & jatkuvuus:
Derivoituvuudesta seuraa jatkuvuus, mutta jatkuvuudesta ei seuraa
derivoituvuutta, siis

f derivoituva = f jatkuva
f jatkuva # f derivoituva

Todistus Katso moniste. Huomaa, etta jalkimmaisen vaitteen osoit-
tamiseksi riittda antaa sellainen esimerkki, jossa homma ei toimi. Eli
sellainen funktio, joka on jatkuva mutta ei ole derivoituva kaikkialla.

Huomautus Sanotaan, ettd jatkuvuus on derivoituvuudelle vdlttd-
mdtén, muttei riittdvd ehto. Toisaalta derivoituvuus on riittdvd muttei
vdlttdémdton ehto jatkuvuudelle.

(Valttamattomyys vs. riittdvyys = kurssi 11.)

Derivoituvuus on siis vahvempi ominaisuus kuin jatkuvuus!

Korkeamman kertaluvun derivaatat ja osittaisderivaatat

Funktion f derivaatta f’ (mikali olemassa) on siis itsekin funktio.

- Se voidaan edelleen derivoida (mikali se on derivoituva). Saadaan
funktion f toisen kertaluvun derivaatta, merkitaan

d2f
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Jayleisesti funktion f n:nnen kertaluvun derivaattaa merkitdan

n
o pwp LS
dxm
Olkoon funktio f maaritelty useamman muuttujan kautta, siis esimer-
kiksi f: f(x,y) = 2x — y3 + 2. Talléin voidaan derivoida joko muuttu-
jan x tai muuttujan y suhteen, puhutaan osittaisderivaatoista. Merki-

tdan d merkinnan sijaan a—£ lausutaan [doo f doo x], siis

of of , ,
Gx=27040=2  U=0-3y7+0=-3y%,

Mista naa tulee?...En kysy kokeessa...tdd on todellista “nice to know” — tietoa ©.
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