DERIVAATTA, MAA6

Funktion derivaatta

Raja-arvo ja jatkuvuus ovat analyysin perusteita. Nyt siirrytdan tarkas-
telemaan muutosta, joka pitaa sisallaan

f(x)
Ax
missd Ax (vastaavasti Af(x)) tarkoittaa muutosta saatuna

1) keskim&ardisen muutosnopeuden - erotusosamaara ——

konkreettisten arvojen erotuksesta, siis esim. Ax =5 — 3 = 2.

2) hetkellisen muutosnopeuden > derivaatta = erotusosa-

A d - .
maaran raja-arvo 11m —Ai = —di, missa dx (vastaavasti df) tar-
x—0

koittaa oo pienta muutosta, ns. infinitesimaalinen suure.

Maaritelmd, erotusosamaara:
Olkoon funktio f maaritelty kohdan x ymparistdssa. Talléin ymparis-
tostd 16ytyy kohta x + Ax siten, ettd f(x + Ax) on hyvin méiritelty.
Osamaaraa
Ay Af  f(x+Ax)—f(x) jokinluku
Ax  Ax  (x+Ax)—x  jokinluku

sanotaan funktion erotusosamddrdksi.

= jokin luku

Havaitaan, ettd sitd vas- 4

taa geometrisesti kdyran
y = f(x) pisteiden

(x, f(0)

(x + Ax, f(x + Ax))

FOx+ Ax)p-mmmmmmmm e

ja

(x + Ax, f(x + Ax)) [{C) ) .

v

kautta kulkevan sekantin x x + Ax
kulmakerrointa.
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Mita tapahtuu erotusosamaadralle (”jokin luku”:lle), kun annetaan muu-
toksen Ax — 0 eli lahestya nollaa?

A
fOe+d)—f(x) _ .
(x+Ax)-x jokin luku, y=fx
fxe+d)—f(x) _ . .
(eth0)—=x jokin luku, sekantteja
factdn) -7 () _ jokin luku,)
(x+Ax)—x ]
[+ —f(x) _ jokin luku, T—= = S e A
(x+Ax)—x '
t
Mita nama luvut lahestyvat2 /] = = : § Ax .
x x+Ax x+Ax x + Ax x + Ax

Tama on rajankayntia ja tuloksena on

Maaritelm3, derivaatta eli erotusosamaaran raja-arvo:
Jos erotusosamaaran raja-arvo

i A o A0 - fC) L fGt Ax) — £ ()
A0 Ax | Ax0 (x + Ax) — x = axvso Ax

on olemassa, niin sitd sanotaan funktion y = f(x) derivaataksi koh-
dassa x ja merkitdaan
af

f'(x),  Df(x), I

Talloin funktio f on derivoituva kohdassa x.

Geometrinen tulkinta on kdyrdn y = f(x) pisteeseen (x,, f(x,)) ase-
tetun tangentin kulmakertoimen lukuarvo (posit. tai negat.)

Huomautus 1) Sekantin kk. antaa siis keskimdardisen muutosnopeu-
den tarkasteltavalla vélilld I = [x, x + Ax]. Tangentin kk. antaa hetkel-
lisen muutosnopeuden kohdassa x.
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2) Laaja kirjo eri merkintatapoja/merkintoja, (em. lisaksi):

+@>Vf&) I ACR ORI
Pita4 olla sama n";LL:IO /\) -0 (x+h)—x

tos, tassa “versiossa”.

Tahan palataan! f(a) f(b) 1i f(xz) - f(xl)
—_— im ————

a—>b a — X2—X1q xZ —_ xl

)

Nama kaikki tarkoittavat samaa asiaa, eli mita?
Siis erotus — osamddirédn - raja-arvo kolme kohtaa (kdydaan ne lapi).

1) Ensin tehdadan vahennyslaskut:
{f(x) — f(xo) = jokin luku (Af = pystyakseliarvojen erotus)
x —xo = jokin luku (Ax = vaaka — akseliarvojen erotus)
2) Sitten naista luvuista tehdaan jakolaskut

f(x) = f(xo) _Af jokinluku

x—xo Ax jokin luku = Jokin luku

3) Kohtia 1) ja 2) suoritetaan yha uudelleen ja uudelleen, mutta aina
otetaan sellainen x, joka on ldhempana kohtaa kuin edellinen x. Tama
on rajankdyntia!

Esimerkki Madrita funktion f: f(x) = %xz —4
a) keskimaardinen muutosnopeus kohtien x; = 0 ja x, = 4 valill3,

b) hetkellinen muutosnopeus kohdassa
x = 2, eli derivaatan arvo kohdassa x = 2.

Y s

a) Piirretaan funktion graafi. 6

” ”

Keskimdardinen muutos saadaan ”y”-ar-
vojen erotus jaettuna ”"x”-arvojen erotuk-
sella eli pisteiden (0,—4) ja (4,4) kautta
kulkevan suoran kulmakertoimesta.

Ay Af(x)  f(4) —f(0)

Ax Ax @ 4-0
_G#-9-G - 8 _
B 4-0 4
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b) 3 vaihetta erotus — osamddiréin - raja-arvo: kohta x = 2
Kun Ax =1:
1 1
flx + Ax) — f(x) _(7'(2+1)2—4)—(§'22—4) _05+2 .
(x+Ax) —x 2+1)-2 o1 Y

Kun Ax =0,5:

1. 2 1 7
f(x+Ax)—f(x)=(§ (2+0,5 —4)—(2 2 —4)=—§+2=225
(x+Ax) — x (24+05) -2 0,5 ’

Kun Ax =0,1:

1 1
f(x+Ax)—f(x)_(7'(2+0'1)2—4)—(§'22—4)_—1,795+2_205
(x+Ax)—x 2+01) -2 B 0,1 o

Kun Ax =0,01:
1 1
(240,002 —-4)—(5-22-4) _
2(2 )= (3 )_ 19799542 _ |

(2+40,01)-2 B 0,01

Javielakun Ax = 0,001:
(3 @2 +0001)2 —4) - (322 - 4)
= = .. =2,0005
(240,001) —2

N~

Nayttaisi siltd, ettd erotusosamaa-
rien lukuarvot lahenevat 2:sta kun
muutos Ax — 0.

Ndin havaitaan, etta on. Silla piir-

tamalla tangentti kayralle

1
y=5x2—4

kohtaan x = 2 havaitaan tangen-
tin kulmakertoimen olevan tuo 2.




