DERIVAATTA, MAA6

Funktion raja-arvo

Yhta vanhoja kuin

Matematiikka tarve ihmiskuntakin
algebra lukumaarien tutkiminen ~6 000 eKr.
geometria  kuvioiden ja kappaleiden Antiikin Kreikka

tutkiminen
analyysi muutosten tutkiminen  ~1 600 New-

ton ja Leibniz

Analyysi perustuu raja-arvon kasitteeseen. Mita rajaton lahestyminen
tarkoittaa?
Esimerkki Luvun 7 rationaaliset likiarvot:

m = 3,1, m, = 3,14, m3 =~ 3,141 59

ldhestyviit rajattomasti lukua m, kun oikeiden desimaalien lukumaara
kasvaa rajatta.

= Nama ovat hieman epatasmallisia ilmauksia, tarkennetaan.

Maaritelma, poikkeama:
Reaalilukujen a ja b valinen poikkeama on itseisarvo |a — b]|.
la—b| =|b—al
1 1 >
a b R
Huomautus |a — b| = |b — a] eli itseisarvo vastaa vastinkohtien a ja
b etaisyytta lukusuoralla.

Maaritelma, ymparisto:
Reaaliluvun a ymparistd, tarkemmin r-ymparisto, on sellainen avoin
vali, jonka keskipiste on a ja sade r. — —

Toisin sanoen, a:n ympa- T A

ristd onvali la —r,a + r[. air

>

t >
a+r R

Q ==

Esimerkki Luvun 3 0,01-siteinen ympdristé on | 3 — 0,01;3 + 0,01 [
eli]2,99; 3,01[={x eR||x—3]| <0,01}.

Muistakaa kdyttaa erottimena puolipistettd jos valin paatepisteind on
desimaalilukuja.
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Esimerkki Tarkastellaan funktiota

_(2x+1, kunx # 1
f:R=>R, f(x)—{ 2, kunx =1"

Laskemalla ja taulukoimalla funkti- y °

on arvoja havaitaan, etta funktion

x f(x) x j€3)
0,9 2,8 1,1 3,2
099 | 298 | 1,01 | 3,02 2 o
0,999 | 2,998 | 1,001 | 3,002

raja-arvo kohdassa x = 1 nayttadisi
olevan 3. Tata merkitaan 3 -2 / R 2 3
-1

X
lim f(x) =3
x—1

y=f(x)={2x+1’ kunx # 1
Ja luetaan: “limes x lahestyy 1:sta 2, kunx=1

f(x) on 3. TAI "limes f(x) on 3, kun x ldhestyy 1:std.” limes=raja (lat)

Vaihtoehtoinen ja usein kaytetty tapa on kirjoittaa
f(x) -3, kunx - 1
jaluetaan :” f(x) lahestyy 3:sta, kun x ldhestyy 1:st3”.

Huomaa vield, ettd funktion raja-arvo lin}f(x) = 3 on eri asia kuin
X—

funktion arvo muuttujan arvolla 1, eli f(1) = 2.

lim f(x) = 3 f)=2
fmarvo

~_—_—
:nraja—arvo
f J kohdassa x=1

kohdassa x=1

Maaritelmd, funktion raja-arvo:
Olkoon f madaritelty kohdan x = x( erddssa ymparistdssa tatd kohtaa
xo mahdollisesti lukuunottamatta. Funktiolla f on kohdassa x raja-ar-
vo a, jos funktion f arvot saadaan mielivaltaisen lahelle lukua a aina,
kun muuttujan x # x, arvot valitaan riittavan lahelta lukua x,. Talldin
merkitaan

lim f(x)=a TAl f(x)- aq, kun x — x; .

X—Xg
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a
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Funktiolla f,

I 4
/ o
f(x) =sin (;)

1

1

1

|

! !

n 1 Ei ole raja-arvoa koh-
vaVOVVVE ’ dassax = 0.

Tasmallisesti: Kun on annettu luvun a mielivaltainen ymparisto V, niin
[6ytyy luvun xo ymparisto U siten, etta

Vx e U\{xo} = f(x)evV.

Huomautus Funktio f voi olla maaritelty tai sitten ei kohdassa x.
Talld ei ole merkitystd = raja-arvo voidaan/ldhes)aina maarittaa!

Toispuoleiset raja-arvot maaritelldaan lahestymissuunnan mukaan:

lim f(x) on vasemmanpuoleinen raja-arvo ja
X—>Xo—

lim f(x) on oikeanpuoleinen raja-arvo.
X-Xo+

Patee tarkea tulos.

Funktiolla f on kohdassa raja-arvo a vain jos toispuoleiset raja-arvot
ovat olemassa ja ne ovat samoja, siis

xl—gcr;—f(x) = xl}g}_l_f(x) =q= x]lgclof(x) .
Esimerkki Olkoon f: f(x) = 2x + 1. Kuinka ldhelld lukua 1 pitaa
muuttujan x (# 1) olla, jotta |f(x) — 3| < 0,017

Ratkais Kun x # 1, niin = f(x)
isu u i

|f(x) -3 <001 < |[(2x+1)—-3]<0,01
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|(2x+1)-3]<0,01 & |2x—-2|<0,01 |:2
& |x—1| < 0,005

Eli, muuttujan x pitdd poiketa vahemman kuin 0,005 luvusta 1 (itseis-
arvo = etaisyys!)

= x€]0995;1,005[\{1}={xeR|0<|x— 1] <0,005}.

Esimerkki Paloittain maaritelty funktio. Maarita lirq f(x), kun
X—
_fx+1, kunx <1
f(x)—{ 1, kunx > 1
Nyt y kd

lim f(x) = lim (x +1) =2,
x-1- x—-1-

mutta T
Jim ) = Jim 1=1. S ;

Siis eri = raja-arvoa ei ole, lir{1 fx) + lir{1+f(x)! +Huom f(1) =2
x-1— x—

DERIVAATTA, MAAG6
Raja-arvon muodostamissaantoja

Raja-arvoja maaritettdessa/laskettaessa hydodynnetdan seuraavia tulok-
sia (katso kirja).

Olkoon lim f(x) = a, lim g(x) = b ja ¢ € R vakio. Tilléin patee
X—Xg X—=Xg

Jim (f() £ g() = lim f(x) £ lim g(x) =a+b
lim fG)g(x) = lim f(x) - lim g(x) = a-b

f(X) lim f(x)

X—Xg

a
li = =—, b+0
xgarclo glx) lim g(x) b *
X—Xg
Lisaksi patee
lim ¢ =¢, limc-f(x) =c-lim f(x)=c-a
X—X X—>Xq X—Xg
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Nailla parjataan kohtuu pitkalle. Esimerkiksi kaikkien alkeisfunktioiden
(eli minka?... alkeisfunktioita ovat: polynomi- ja murto-, potenssi-, juu-
ri-, eksponentti-, logaritmi- ja trigonometriset funktiot) raja-arvot saa-
daan suoraan sijoittamalla rajakohta x = x( funktion maarittelevaan
lausekkeeseen, kunhan funktio on maaritelty jossakin kohdan xy ym-
paristossa.

Esimerkki
lim (3x —5x+7) = lim 3x3— 11m 5x + 11m 7
x—>—2 x—>—2 x->-2 x—>—2
=3 lim x3—=5 lim x+ lim 7
xX—->-2 xX—->-2 x—>—2
=3(-2)3-5(-2)+7
=—24+4+10+7=—7
TAI

3x3 —5x+7-3(-2)3-5(-2)+7=-7, kunx - —2.

. - . . 0 . .
Ongelmia tulee, kun suora sijoitus johtaa tilanteeseen % (rationaali-

funktiot). Tall6in pitad supistaa/laventaa tai joskus ”huijata” eli lisatdan
nolla esimerkiksi muodossa

2x—a)— (2x—a)
tai kerrotaan ykkoselld esimerkiksi muodossa
(VxZ—1+4)
(Vir—1+4)

Esimerkki

2’6_4 , madrittelyehto x # 2,0. Suora sijoitus
—2X

antaa g, mutta

2x —4 - 2(x—=2) 2 2

}cl—rgxz—Zx _}cl—rgx(x—Z) alcl—rgx 2 L.
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b) th maarlttelyehto x # 1.

x-1 X

Suora sijoitus antaa 6’ mutta koska x = (1/x)?, niin

Vx—1 JVx—1 1 1
= — kunx - 1.

x—1 (i—DWx+1) Jx+1 2

A - 0 .
c) llm >, madrittelyehto x # 0. Suora sijoitus antaa o toisaalta

suplstamlnen

X 1
lim — = lim —
x-0X x-0X
ei paranna tilannetta. Toisin sanoen raja-arvoa ei ole. Kun x = 0 +,

.1 . . .1
niin —— o ja vastaavasti kun x — 0 —, niin L7 . Edelleen

X X
lim — = o, llm—2 —o00
x—-0+ X x—->0—X

N&ihin palataan...nyt lasketaan ©.



