DERIVAATTA, MAA6
Rationaalilauseke ja -funktio

Maaritelm3, rationaalilauseke ja —funktio:

p(x)
q(x)

lilauseke, jonka osoittaja on p(x) ja nimittaja g(x). Huomaa, etta pelk-

p( )

Kahden polynomin p(x) ja q(x) osamaarda ==, q(x) # 0 on rationaa-

kd polynomi on myos rationaalilauseke, jonka nimittdja on 1, siis —

Aitoa rationaalilauseketta g(x) # 1 (# 0) sanotaan myds murto/ausek-
keeksi.

Rationaalilausekkeen maarittelemaa funktiota

p(x)
fifGo) = eS)
sanotaan rationaalifunktioksi, muuttujia voi olla useampi kuin yksi (x).
Esimerkki
5x12+x—9
[if ) = =3

Rationaalifunktio on madritelty aina, kun nimittaja # 0. Rationaalifunk-
tion nollakohdat ovat ne osoittajan nollakohdat, joissa nimittdja ei ole
nolla, siis
pCx)
q(x)

Huomautus 1) Rationaalilukuja voidaan pitaa rationaalilausekkeiden
erikoistapauksina, silla onhan pelkka luku kelpo lauseke (muista maar.).
2) Nyt pitaa keskittya maarittelyjoukkojen etsimiseen ennen tehtdvan
ratkaisemista = ne merkitdan lyhyesti johonkin sivuun (ldhelle).

=0 o px)=0 ja glx)#0.

Esimerkki  Rationaalifunktio f: f(x) = % on maiaritelty, kun x # 3
(lyhyesti Vx € R\{3}). Nollakohta x = 0, eli milloin 2x = 0.

Rationaalifunktio g: g(x) =
kohdat x = +1.

2+1 on madritelty Vx € R miksi? Nolla-
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Sievenna
1
-5z
L1
X

Lavennetaan x2:lla, saadaan

1
I-272 x*-1 (x+DEx-1) «x+1 1
= > = = =1+—,X¢1,0
11 xXe—Xx x(x—1) x x
X
Huomaa erityisesti, etta funktiot
) = 3x_3x _()_3
fifx T x2-2x x(x-2)’ g9 ="

eivat ole samoja! Niilld on eri maarittelyjoukot!

Huomautus Kuten lausekkeiden kohdalla, jos g(x) # 1, niin ratio-
naalifunktiota sanotaan myds murtofunktioksi.

Supistaminen:

Rationaalilausekkeita supistetaan (normaalisti) jakamalla osoittaja ja
nimittaja tekijoihin seka poistamalla yhteiset tekijat. Syy: rationaalilau-
sekkeen arvo ei muutu. Muista kuitenkin maarittelyehto (-ehdot), joka
(jotka) katsotaan alkuperaisesta lausekkeesta! Nollalla ei saa edelleen-
kdan jakaa! Huomaa, etta nyt nolla voi olla esim. muodossa x — x.

Esimerkki
3x+6 3(x+2) 3
= = , X #* =2
x24+4x+4 (x+2)2 x+2
xz—x_ x(x—1)  x + +1 miksi mvés + 12
x2—1 (x-Dkx+1) x+1’ S A
x—5_ x—5 _ 1 _ 1 45
5—x —1(x-5) -1 x
a—>b a—>b
-1, a+b

b—a:—l(a—b):
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Muista: Supistettaessa seka osoittajan ettd nimittajan taytyy olla
tulomuodossa. Summan termeja ei saa supistaa.

Laventaminen:

Kuten rationaaliluvuilla (murtoluvuilla).

Laventaminen samannimisiksi = Ensin nimittdjat jaetaan tekijoihin,
minkd jdlkeen lausekkeet lavennetaan puuttuvilla "tekijoilla”. (Saa-
daan ns. pienin yhteinen monikerta p.y.m.)

Esimerkki
1+ 1 x+1 X _2x+1 . 10
x x+1 xx+D xx+1D xx+1) 7" ’
1 X 1 X

x2—2x_x2—4=x(x—2)_(x—2)(x+2)
_1-(x+2)—x-x
x(x—=2)(x+2)
—x%+x+2
T xx—2)(x+2)’

x#+0,2,-2

Kerto- ja jakolasku: Kertolaskussa osoittajat keskendan, ja nimittdjat
keskenaan. Jakolasku muutetaan kertolaskuksi.

Esimerkki
2a 3 _ 6a £ 41
a—1a+1 a2-1’ aF T
a?—-16 2a B (a? —16)-2a _(a+4)(a—4)-2a
2a4+6 a?2—4a QRa+6)(a?—4a) 2(a+3)ala—4)
a+4
= , a+*—-3,04
a+3
3 2 3 3(a+1)
a—1 a
: = = , +1
a—1a+1 2 2a-1) 477
a+1



Maaritelma, asymptootti:
Suoraa tai kdyraa, jota (rationaali)funktion kuvaaja eli graafi rajatta Ia-
hestyy sanotaan asymptootiksi, merkitaan katkoviivalla.

Esimerkki Rationaalifunktion maarittelevan lausekkeen nimittdjan
nollakohdat x = x ovat asymptootteja. (Ndihin palataan.)

DERIVAATTA, MAA7
Rationaaliyhtalo

Maaritelm3, rationaalilauseke ja —yhtalo:
Lauseketta, joka on kahden polynomin osamaara %, q(x) # 0 taijo-

ka voidaan muuntaa sellaiseksi, sanotaan rationaalilausekkeeksi.
Yhtalo, jossa kaikki muuttujan (yleensd x) lausekkeet ovat rationaali-
lausekkeita on rationaaliyhtalo.

Muista, etta myos polynomit ja pelkat luvutkin ovat rationaalilausek-
keita, télldin siis g(x) = 1. Tdman vuoksi rajoitutaan jatkossa tarkaste-
lemaan murtolausekkeita ja murtoyhtalsita (eli g(x) # 1).

Rationaaliyhtaloita ratkaistaessa on varmistuttava siitd, ettei mikaan
nimittdja tule nollaksi eli ettd yhtalon maarittelyehto (-ehdot) pysyvat
voimassa!
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Esimerkki Ratkaise yhtalo

x =4,

x—1
Nyt maarittelyehto on x # 1, jolloin
6
x—1
6—x(x—1)=4(x-1)
6—x’+x=4x—4
—x2—-3x+10=0

x =4 [ (x — 1)

3+7
=>x=_—2 = x=-5VvV x=2

Vastaukset toteuttavat maarittelyehdon, eli =5 # 1ja 2 # 1.

DERIVAATTA, MAA7

Rationaaliepayhtalo

Maaritelm3, rationaaliepayhtilo:
Rationaaliepayhtaloksi sanotaan muotoa
@ >0, q(x) # 0,1
q(x)
olevia epayhtaloita (tai, jotka voidaan saattaa ko. muotoon).
Merkin > tilalla voi olla <, <, > tai #.

Polynomifunktion merkki voi vaihtua vain funktion nollakohdissa (kos-
ka polynomit ovat jatkuvia kaikkialla...jatkuvuus...selvida kylla). Vastaa-
va ei pade rationaalifunktioilla, nimittdin merkki voi vaihtua myos ni-
mittajan q(x) nollakohdissa.

Rationaaliepayhtal6ita ratkaistaessa ei (yleensd) voida kertoa eika ja-
kaa tuntemattoman x sisaltavalla lausekkeella. Syy: ei yleensa tiedeta
lausekkeen merkkia eika siten sita sailyyko epayhtalon suunta.

Kuinka sitten rationaaliepayhtal6 ratkaistaan?



Esimerkki Ratkaise epayhtalo

1
S—X
2
>0.
x2—1
1 x
Lauseke vastaa funktiota f: f(x) = x22—1'

jonka kuvaaja on oikealla.

Jos kertoo lausekkeen (x% — 1):lla tulee

1/2-x)x*-1)>0 o «x

1
—-X

2
x2-1

Eli >0,kunx<—1tai%<x<1.

Kuvassa oikealla punaisella katkoviivalla

1 1
y=-x+-x*+x—-2,

jostarajatx < —1 tai% <x<1.

Nain ei kuitenkaan ole suositeltavaa poistaa nimittdjaa (edellisessa esi-
merkissa se kuitenkin toimi). Koska esim. epayhtalosta p < 1 seuraisi

1 < x, mutta toisaalta jos x on negatiivinen niin ey.~ < 1 on aina tosi.

Yleisesti rationaalifunktio voi vaihtaa merkkia vain siirryttdessa joko
osoittajan tai nimittdjan nollakohdan yli. Nollakohdiksi saadaan

Osoittajan nollakohta: 2—x=0 = x= %
Nimittdjan nollakohdat: x2-1=0 = x=+1
+ — + —
I I I >
—1 1/2 1

Naiden kohtien valilla merkki sailyy ja lausekkeen (eli funktion f) merk-
ki selvitetaan laskemalla kultakin valilta ns. testiarvo.

f(=2) = %_(—_2) = 2—% >0 ositiivinen
“(=22-1 3~ P
-0 1
f(0) = 0z_1~ "3 <0  negatiivinen
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1-@B4 - 4

(3/4) = -2 =—2=_>0, positiivinen
f G/ai-1 77
1_ 3 1

2 __2__= e
f(2)= 7 -1= "3 3 <0, negatiivinen
-1 1/2 1
Tama tieto merkitaan /
+ — + —~

TAI

Paljon tehokkaampi valine on ns. merkkikaavio (suositeltava tapa!)
-1 1/2 1

+ —
1 >
xZ2—-1| + - — + +\ — /+
>
-1 1
f,osam.|| + — + —
V VAVNG M
1
Vastaus: xzz_xl > 0kunx < —1 tai§ < x < 1. Maér.ehto tayttyy!
Rationaaliepayhtdlon ratkaisuvaiheet
1. Muunnetaan epiyhtilé perusmuotoon Zg—g >0, g(x) # 0 ellei se

jo ole sitd (<, < tai =, #). Merkitddan maarittelyehdot nakyviin!

2. Jaetaan osoittaja ja nimittdja tekijoihin ja maaritetaan osoittajan ja
nimittdjan nollakohdat yhtaloista
p(x) =0, qx)=0.
Merkitdadn ne lukusuoralle, eli jaetaan x-akseli nollakohtien avulla
osiin.
3. Tehdaan merkkikaavio.

4. Paatelladn vastaus merkkikaavion perusteella; avoin ympyra = nol-
lakohta ei kuulu mukaan (tapaukset <, > ja #) tummennettu ym-
pyra = nollakohta kuuluu mukaan (tapaukset <, >).

5. Tarkistetaan vastausten sopivuus madrittelyehtoon (-ihin).



