DERIVAATTA,

Funktion suurin ja pienin arvo was

1. Suurin ja pienin arvo suljetulla valilla

Lause, jatkuvan funktion dariarvolause:

Suljetulla valilla [a, b] jatkuva funktio f saa aina pienimman ja suurim-

man arvonsa.

Nama arvot I6ydetaan laskemalla f:n arvot

1) derivaatan nollakohdissa,
2) vélin paatepisteissa tai M
3) kuvaajan "karki”kohdissa (eli koh-
dissa, joissa derivaattaa ei ole ole-
massa).

ja valitsemalla ndista arvoista suurin
ja pienin (usein merkitddn M = suu-

a, b = valin paatekohdat,
y A X, = derivaatan nollakohta,
x, = karkikohta

rin arvo jam = pienin arvo).

Esimerkki Ma&éritd funktion f: f(x) = x3 — 3x + 1 suurin ja pie-

nin arvo vililld [0,2].

Funktio f on polynomifunktiona jva ja deriv. Ndin ollen
fl(x)=3x2-3=3x?-1)=3(x—-1D(x+1).

Derivaatan nollakohdat:

x1 =1, Xy =—1,
joista x, = —1 ei kuulu tarkasteluvalille
[0,2].
Saadaan
f0)=1

f(1) = -1, minimi
f(2)=3, maksimi

Yl y=x3-3x+1
M =3 §p=prees
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Jatkuvan funktion arvojoukko
Funktion f mdarittelyjoukko M} koostuu kaikista niistd muuttujan x
arvoista, joilla f on mééritelty. Funktion f arvot f(x) muodostavat

arvojoukon Ay. A

Madrittelyjoukko M saadaan funk- ps
tion kuvaajan Gy projektiona x-ak-
selille (vaaka-akselille) ja arvojouk-
ko Af projektiona y-akselille (pysty- f

akselille).
m

>
X

Lause, jatkuvan funktion ddriarvolause (jatkuu):
Jatkuva funktio f saa suljetulla vililla [a, b] kaikki arvot suurimman M
ja pienimman m arvon vililta. Eli A; = [m, M].

Todistus Ylla olevan kuvan nojalla OK, (tarvittaessa kdydaan lapi).

Todistus Olkoon siis f jva valilla [a, b], jolle kohdassa x = x; pa-
tee f(x;) = m ja kohdassa x = x, f(x3) = M, kun xq,x, € [a, b] ja
Xy # Xo.

Jos m = M, niin f on vakiofunktio ja asia selva.
Jos m # M, niin talloin on olemassa c siten, etta

m<c<M.

Tarkastellaan funktiota g: g(x) = f(x) —c.
Nyt funktio g on jatkuva koska f on jva ja vakion vdahentdminen ei
muuta jatkuvuutta. Lisdksi ehdosta m < ¢ < M seuraa, etta

gx1) =f(x)) —c=m—c<0,
glxy) =f(x) —c=M—c>0.
Nadin ollen Bolzanon lauseen (eli jatkuvan funktion nollakohtalauseen)
nojalla funktiolla g on ainakin yksi nollakohta x = x kohtien x; ja x,
valissa. Mutta tamahan tarkoittaa, etta
g(xe) =0, siis g(xg) = f(xg) —c =0
=  f(xy) =c.



Siis f saa arvon ¢ muuttujan x, arvolla. Mutta koska ¢ oli mielivaltai-
nen arvo vélilld Jm, M|, niin saatava tulos patee kaikille valin |m, M| ar-
voille.

Eli funktio f saa kaikki arvot valiltd [m, M].

Huomautus Suljetulla valilla jatkuva funktio on rajoitettu, eli se ei voi
saada mielivaltaisen suuria tai pienia arvoja.

DERIVAATTA,

Funktion suurin ja pienin arvo waw

2. Suurin ja pienin arvo ei-suljetulla valilla

Nyt jatkuvalla funktiolla f ei valttamatta ole suurinta/pienintd arvoa.
Niiden olemassaolo taytyy selvittaa tutkimalla funktion kulkua, siis li-
meksia!

Esimerkki a) Maarita funktion f: f(x) = 2x? — 5x + 1 suurin ja
pienin arvo.

Vilia ei erikseen mainittu, se on talldin laajin mahdollinen maarittely-
joukko, tassa tapauksessa R = |—oo, oo,

Funktio f on yléspain aukeava paraabelija f'(x) = 4x — 5.

() = 0 5 5\ 17 5/4
= f'(x) = (:>x—4=>f4——8m1n. x

lim f(x)= lim (2x2 —5x+1) = o
. ey s )x>—00 X——00 . . .
Lisaksi lim £(x) = lim (2x2 —5x +1) = o0 ’ joten ei ole maksim.
X—00 X—00
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b) Mé&arita funktion f: f(x) = x3 — 3x + 1 suurin ja pienin arvo
1° Maiérittelyjoukossaan (= R)  2°valilld ]0,2[ (vrt. edellinen tunti).

1° Ei ole suurinta eika pieninta arvoa, silla
lim f(x) = lim (x3—3x+1) = —oo,
X—>—00 X——00
lim f(x) = lim(x3-3x+1) =oo.
X—00 X—00

2° Suljetulla valilla [0,2] funktio f sai minimin, kun x =1, f(1) = —1.
Maksimia ei nyt saavuteta, silla

fx) < f()=3, f(x) -3, kunx - 2—.

DERIVAATTA, MAA6

Funktion aariarvot

Maaritelma, daariarvokohdat ja dariarvot:

Jos f(xg) on funktion f pienin (vastaavasti suurin) arvo kohdan x,
eradssa ymparistdssa, niin xy on funktion minimikohta (vast. maksimi-
kohta) ja f(xo) on funktion f minimi eli minimiarvo (maksimi eli mak-

simiarvo). A maksimipisteita

maksimiarvoja e
minimipisteita

y=fKx)

-

minimiarvoja

N

————m A==

maksimikohtia  minimikohtia



Maksimi- ja minimikohdat ovat funktion ddriarvokohtia ja vastaavasti
maksimi- ja minimiarvot ovat funktion ddriarvoja.

Funktiolla voi olla useita minimeja tai maksimeja, jaottelu lokaaleihin
(eli paikallisiin) ja globaaleihin (yleisiin). Siis, lokaaleja dariarvoja voi ol-
la useita, mutta globaaleja vain yhdet. Huomaa, etta globaali dariarvo
on samalla myds lokaali.

Lause, dariarvot ja derivaatta:
Olkoon funktio f jatkuva kohdassa x ja derivoituva kohdan x, erdadssa
ympadristossa tatda kohtaa mahdollisesti lukuun ottamatta. TaIIom X On

funktion f Xo

1) minimikohta, jos f’ muuttuu tata f'(x) +

kohtaa ohittaessa negat. = posit. F(x) \ /
X0

2) maksimikohta, jos f* muuttuu tata ,
kohtaa ohittaessa posit. 2 negat. f'(x) + -

f) / \

Jos f” sdilyttad merkkinsa, niin x ei ole dariarvokohta.
X0 X0

f' () — f'Cx) + +

0 m\ N oo | T T

Kaikkiaan funktion dariarvokohtia, eli x:n arvoja voivat olla

- derivaatan nollakohdat, jotka tark. valilla, y
- karkikohdat, joissa funktio ei ole derivoituva, L om!
* [ ] L)
- funktion epajatkuvuuskohdat, Ei glob.
- maéarittelyvilin paatekohdat, kun suljettu vali. ddriar-
voja.

Funktion kulun tutkiminen tarkoittaa funktion monotonisuuden ja
ddriarvojen selvittamista.
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Esimerkki Maarita funktion f: f(x) = —§x3 + 2x &ariarvokohdat

ja dariarvot.
Funktio f on polynomifunktiona jva & deriv. Vx € R. Saadaan

f'(x) ==2x%+2

jaf'(x) =0, kunx = +1. 11

Derivaatan merkkikaavio f'(x) + | - I 1

ja funktion kulkukaavio. fx) m\ / \

Na&in ollen
4
{x =1, on minimikohta fED == 3
x=1, on maksimikohta 4
f)=...= 3

A Lo 4
Siis aariarvot ovat: maksimi gja minimi —3

Esimerkki Tutki valilld [—4,2] maaritellyn funktion
fi f(x) =x5—15x3+ 10
kulkua.
Siis monotonisuus ja dariarvot. Nyt funktio f on polynomifunktiona jva
& deriv. Vx € R. Saadaan
f'(x) = 5x* — 45x% = 5x2(x?> — 9) = 5x2(x — 3)(x + 3)
ja
flx)=0 < x=0, x = -3, x = 3. luvalille [—4,2].

Merkki- ja kulkukaavio: -4 -3 0 2
Minimikohdat: x = —4, x = 2. 52 + | + | + [F=L
Maksimikohdat: x = —3.

Minimiarvot: x>=9fl + | = = Il.\_/.
f(—4) = —-54,f(2) = -78 —3\V/3
Maksimiarvo: f(—3) = 172 ffGl + — | —
Funktio f on vililld [—4, —3] aidosti

kasvava ja vililld [—3,2] aidosti va- f(x) / \ \4
heneva. min  max terassi min

Huom! x = 3 ei kuu-
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