DERIVAATTA, MAA6

Funktion monotonisuus

Tarkastellaan funktion arvojen vaihtelua eli funktion kulkua derivaattaa
hyodyntaen.

Maaritelm3, kasvava / vaheneva funktio:

Olkoon f tietylld reaalilukuvalillda maaritelty funktio (vali voi olla avoin,
suljettu, puoliavoin tai daretén). Jos muuttujan arvon kasvaessa funk-
tion arvo aina

a) kasvaa, niin f on aidosti kasvava, el X1 <xy = flx) < flxy),
b) kasvaa tai pysyy samana, niin f on kasvava, x; < x, = f(x;) < f(xy),
c) vdhenee, niin f on aidosti vihenevi, el X1 <xp = f(x1) > fxy),

d) vihenee tai pysyy samana, niin f on vdhenevd,x; < x, = f(x1) = f(x3),

Yleisesti funktiota f kutsutaan (aidosti) monotoniseksi.

Maaritelmd, funktion monotonisuus ja derivaatan merkit:
Olkoon funktio f jva suljetulla valilld [a, b] ja derivoituva avoimella vi-

lilla ]a, bl.

f’(x ) = 1

1) Jos f'(x) = 0 kaikilla x € ]a, b[ /0 /;

ja f'(x) = 0 yksittaisissa kohdissa C.l/ ll)
1

y =

i idosti k _ X
X, niin f on aidosti kasvava e
2) Jos f'(x) < 0 kaikilla x € ]a, b[ \Y=fx)
ja f'(x) = 0 yksittaisissa kohdissa | X b .
X, niin f on aidosti vaheneva. a N : g
! =0 |
3) & 4) Jos f'(x) =0 (vast. f'(x) <0) fGxo) !
kaikilla x € ]a, b[, niin f on kasvava (vi-
. 1
heneva). W | y = f(x)
a | | : . : L b .
i/ X1 X3 b «x a X1 X2 N x
: f'(x) =0,kunx; <x<x, f'(x) =0,kunx; <x <x,
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Huomautus Rationaalifunktion monotonisuutta tutkittaessa on huo-
mattava, ettd edellistd lausetta voidaan soveltaa vain maarittelyehto-
jen muodostamilla valeilld. Nimittdjan nollakohdat jakavat reaaliakselin
tarkasteltaviin osavaleihin. Tahdn palataan kappaleessa 5.

Esimerkki 1  Tutki funktion a) f: f(x) = 2 — x — x3 monotonisuutta
ja samoin funktion b) g: g(x) = 3x* — 4x3.
a) Funktio f on kaikkialla jva ja deriv. polynomifunktiona. Saadaan

= f'(x) = —-1—3x? ja f'(x) <0 VxeR.

Siis funktio f on aidosti vaheneva kaikilla x € R. 0 1

b) Funktio g on jva ja deriv. V x € R. 122 || + + BAV/A
Saadaan

= g'(x)=12x3-12x2. x—1
Milloin g'(x) = 0? Silloin, kun x =0
tai x = 1. Ndin ollen g on aidostivahe- g'(xX)|| — | —

N
_|_
+
Cohdsses = 0o g sttontivahenevs, 93 [ NN
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Bolzanon lause

Tarkastellaan tarkeaa tulosta:

Lause, Bolzanon lause eli jatkuvan funktion nollakohtalause:
Olkoon funktio f jatkuva suljetulla valilla = f(x)
. ) : y=flx

la,b]. Jos f(a) ja f(b) ovat erimerkkiset,
eli toinen pos. toinen neg., niin talléin f:I13 ‘,1
|
|

v

on ainakin yksi nollakohta vililld ]a, b[. b x
Huom. Nollakohtia saa olla enemman! 3 nollakohtaa!
Jos lisdksi f on aidosti monotoninen valilla y = f(x)

[a, b], niin nollakohtia on korkeintaan yksi
valilla ]a, b|[.

Bolzano + aito monotonisuus = nollakohtia tasmalleen yksi.

Huomautus Ei olla kiinnostuneita, milla x = x, nollakohta saavute-
taan. Tama (edella kasitelty asia) on tarked nimenomaan nollakohtien
lukumadrien olemassaolotodistuksille.
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Esimerkki T —149/Calc. 4. Osoita, ettd x3 + 3x = x? + 2:Il4 on juuri.
a) Yhtilod x3 + 3x = x2 + 2 vastaa funktio f: f(x) = x3 +3x —x? — 2
ja se on polynomifunktiona jva & deriv. Vx € R, erityisesti kaikilla
reaaliakselin osavéleilld [a, b].

Funktion kulku: f'(x) = 3x%2 — 2x + 3 f'(x) + +\+/+‘

= f'(x) =0,kunx = Zi\/:_ﬁ ¢ R. F(x) /V

Eli funktio f on aidosti kasvava Vx € R (aito monotonisuus selva), OK.
Entad Bolzano?

Koska lisaksi
f(=10) = (-10)3+3:(-10) = (-10)2 -2 =...=-1132<0
f(10) = 1034+3-10—-10%2—-2=...=928>0

niin myoés Bolzano on voimassa valilla [—10,10].

N&in ollen voidaan todeta, ettd funktiolla f on tdsmalleen yksi nolla-
kohta ja alkuperaiselld yhtalll4 juuri = ratkaisu valillda ]—10,10].
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