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Polynomifunktion derivaatta 
DERIVAATTA, MAA6 

Määritelmän kautta derivoiminen on työlästä ja hidasta. 
 

Lause, derivaatan laskusäännöt: 
Oletetaan, että 𝑓 ja 𝑔 ovat derivoituvia ja 𝑎 ∈ ℝ vakio. Tällöin pätee 
1) Vakion derivaatta on nolla, eli 

𝐷𝑎 = 0 . 

2) Potenssitermeissä ns. ”asteen pudotus”, eli 

𝐷𝑥𝑛 = 𝑛𝑥𝑛−1, 𝑛 ∈ ℤ+ . 

Myöhemmin annetaan potenssille 𝑛 laajempi joukko 𝑛 ∈ ℤ\ −1 .  
3) Vakion ”ulosotto”, eli 

𝐷 𝑎 ∙ 𝑓 𝑥 = 𝑎 ∙ 𝑓′ 𝑥  . 

4) Summan (erotuksen) derivaatta on derivaattojen summa (erotus) 

𝐷 𝑓 𝑥 ± 𝑔 𝑥 = 𝑓′ 𝑥 ± 𝑔′ 𝑥  . 

Todistus Tarkastellaan 2) kohtaa. 
Kun 𝑛 = 2: 

lim
𝑧→𝑥

𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑥

𝑧 − 𝑥
= lim

𝑧→𝑥

𝑧2 − 𝑥2

𝑧 − 𝑥
= lim

𝑧→𝑥

𝑧 − 𝑥 𝑧 + 𝑥

𝑧 − 𝑥
= lim

𝑧→𝑥
𝑧 + 𝑥 = 2𝑥 . 

 

Kun 𝑛 = 3: 

lim
𝑧→𝑥

𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑥

𝑧 − 𝑥
= lim

𝑧→𝑥

𝑧3 − 𝑥3

𝑧 − 𝑥
= lim

𝑧→𝑥

𝑧 − 𝑥 𝑧2 + 𝑧𝑥 + 𝑥2

𝑧 − 𝑥
 

   = lim
𝑧→𝑥

𝑧2 + 𝑧𝑥 + 𝑥2 = 3𝑥2 . 

neliöiden erotus 

Täältä pitää löytyä 𝑧 − 𝑥 

Miten niin  

𝑧3 − 𝑥3 = 𝑧 − 𝑥 𝑧2 + 𝑧𝑥 + 𝑥2  ? 

 
Kun 𝑛 = 𝑛, niin hyödynnetään MAOLsta 
saatavaa tulosta: 

𝑧2 

+𝑧2𝑥 

𝑧3                          − 𝑥3 𝑧 − 𝑥 

∓𝑧2𝑥 ± 𝑧𝑥2 

+𝑧𝑥2 

∓𝑧𝑥2   ± 𝑥3 

+𝑧𝑥 +𝑥2 

∓ 𝑧3 ± 𝑧2𝑥 
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𝑧𝑛 − 𝑥𝑛 = 𝑧 − 𝑥 𝑧𝑛−1𝑥0 + 𝑧𝑛−2𝑥1+. . . +𝑧1𝑥𝑛−2 + 𝑧0𝑥𝑛−1  
 
 
 
 

Ja, kun 𝑧 → 𝑥, niin termi 

𝑧𝑛−1𝑥0 + 𝑧𝑛−2𝑥1+. . . +𝑧1𝑥𝑛−2 + 𝑧0𝑥𝑛−1 → 𝑛 ∙ 𝑥𝑛−1 

Eli 

lim
𝑧→𝑥

𝑧𝑛 − 𝑥𝑛

𝑧 − 𝑥
= 𝑛 ∙ 𝑥𝑛−1 . 

 

Huomautus Tämä yhdessä kohtien 3) ja 4) kanssa antaa tärkeän tu-
loksen: 

Kaikki polynomit ovat derivoituvia ∀𝑥 ∈ ℝ ! 

tässä 
miinus 

yhteensä 𝑛 kpl 


