DERIVAATTA, MAAG6
Funktion jatkuvuus

Intuitiivinen ajatus jatkuvuudesta on: yhtendinen, katkeamaton, kuvaa-
ja voidaan piirtda nostamatta kynaa paperista, jne.

(Intuitiivinen = valittdmasti tajuttu, luontainen, aistillinen, spontaani,
ei-opittu, “ekana” mieleen tuleva.)
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OK, enta matemaat- /@ /.u) Funktiolla fei ole raja-arvoa kohdassa x,,.
. . NI Kiyrid katkeaa kohdassa .

tisesti? il ol , " Sy lim fesln f
- Tarkastellaan kuvia. ‘ WM s

y . x . Louosﬂ. Xo
Raja-arvo lim f(x) on olemassa, mutta se ei
XX
0

ole sama kuin f(x). LDSYY"J:" ’(“)zi;_'," ~£4‘7
Kiyra katkeaa kohdassa x;. % i

Minka johtopaatok-
sen naista voi tehda?

Raja-arvo lim f(x) jafunktion arvo f(x,) ovat
x—x,

samat. Kidyrd on katkeamaton ja funktio jat-
kuva kohdassa x;,.

Tullaan tulokseen, ettd kun kohdassa x, € My funktion raja-arvo on
sama kuin funktion arvo, niin silloin funktio f on jatkuva kohdassa. Eli
f:n kuvaaja, kdyra y = f(x), on katkeamaton.

Maaritelmd, funktion jatkuvuus:
Olkoon f madritelty kohdan x erddssa ymparistossa. Funktio f on jat-
kuva kohdassa x, jos sen raja-arvo ja arvo ovat yhtdsuuret, eli

f jatkuva xg:ssa & lim f(x) onolemassaja lim f(x) = f(x,).
X—Xo X—=Xo
Jos f ei ole jatkuva, niin se on epéjatkuva kyseisessd kohdassa x = x; .

Lisdksi sanotaan, ettd

- funktio f on jatkuva valilla I / joukossa 4, jos se on jatkuva
Vx €1/A,

- funktio f on vasemmalta (oikealta) jatkuva kohdassa x, jos
sen vasemmanpuoleinen (oikeanpuoleinen) raja-arvo on yhta-
suuri kuin funktion arvo.
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Esimerkki a) Funktio f, maariteltyna lausekkeilla

f(x):{x2+1, kunx <1

—x + 3, kunx > 1

on jatkuva kohdassa x = xo = 1, silla

lim f(x) = lim(x?2+1)=12+1=2
x-1-— x-1-

ja
xllr{lJ,f(x) = xllgl+(_x +3)=-1 -}I}— 3=2
ovat samat, eli 5
x—1
Seka lisaksi

f(H=12+1=2,

y=f(x)

= fM=lmf1)=2

Esimerkki  b) Funktio f: f(x) = {

kohdassa xo = 0, silla

xll)r(l)n_f(x) =1+0= xlirgl+f(x) .

c) Funktio f: f(x) = +/x on jatkuva kohdassa x, = 0, silla

x+1, kunx <0
x®2—x, kunx >0

lim f(x) = lim f(x) = lim Vx=0 (=f(0)=0).

d) Funktion f: f(x) = %jatkuvuutta kohdassa x, = 0 ei tiedets, silld f
ei ole madritelty 0:ssa. Jos maaritellaan £(0) = 0, eli

1
fife = mxFE0,
0, kunx =0

niin talloin f on epdjatkuva kohdassa xo = 0.

IS

ei ole jatkuva
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Esimerkki e) Kaikkialla epajatkuva vt
funktio on esim. f: R - R,
............................. e
(1, kun x € R\Q
f(x)_{O, kunx € Q
0 x
Toisaalta funktio g: R - R, 1
_(x%, kunx € R\Q
g(x)—{ 0, kunx € Q
on jatkuva kohdassa xo = 0, mutta ei >
missdaan muussa kohdassa. 0 x

Huomautus Kaikki alkeisfunktiot ovat jatkuvia maarittelyjoukoissaan.
Erityisesti kaikki polynomifunktiot ovat jatkuvia kaikilla x € R.

Huomautus (jatkuu) Jatkuvuus maariteltiin raja-arvojen kautta >
Ndin ollen jos funktiot f ja g ovat jatkuvia kohdassa xg, niin jatkuvia
(kohdassa x) ovat myds funktiot

ftag f-g g,g;tO, c-f,ceR ja h=g().

Jos f on jatkuva, niin siit3 seuraa, ettd myds |f| on jatkuva, katso kuvat
alla.
Toisinpain ei pade, esimerkiksi funktio f: R - R,

_ 1, kun x € R\Q
f(x)_{—l, kunx € Q
ei ole missaan jatkuva, mutta itseisarvofunktio on kaikkialla jatkuva.
1 oy =1l
y=fk)

N\ .

N/ \/ X

Ry
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DERIVAATTA, MAA6

Bolzanon lause

Tarkastellaan tarkeda tulosta:

Lause, Bolzanon lause eli jatkuvan funktion nollakohtalause:

Olkoon funktio f jatkuva suljetulla valilla y = f(x)
la,b]. Jos f(a) ja f(b) ovat erimerkkiset,

eli toinen pos. toinen neg., niin talldin f:113 C,l >
on ainakin yksi nollakohta valilld ]a, b[. ! b x
Huom. Nollakohtia saa olla enemman! 3 nollakohtaal

Jos liséksi f on aidosti monotoninen valilla y = f(x)

[a, b], niin nollakohtia on korkeintaan yksi b

valilld ]a, bl. a

Bolzano + aito monotonisuus = nollakohtia tasmalleen yksi.

Huomautus Ei olla kiinnostuneita, milla x = x nollakohta saavute-
taan. Tama (edelld kasitelty asia) on tarked nimenomaan nollakohtien
lukumadrien olemassaolotodistuksille.

Esimerkki T —149/Calc. 4. Osoita, ettd x3 + 3x = x? + 2:Il4 on juuri.
Yhtalod x3 + 3x = x? + 2 vastaa funktio f: f(x) =x3 +3x —x%> —2ja
se on polynomifunktiona jva & deriv. Vx € R, erityisesti kaikilla reaali-
akselin osavileilla [a, b].

Funktion kulku: f'(x) = 3x2 —2x + 3 f'(x) —+

+ F +
5

= f'(x)=0,kunx = Zi\/ﬁ ¢ R. F(x) /V

Eli funktio f on aidosti kasvava Vx € R (aito monotonisuus selva), OK.
Enta Bolzano?

Koska lisaksi
f(=10) = (-10)3+3-(-10) — (-10)2—2=...= -1132< 0
f(10)=103+3-10—102—-2=...=928>0

niin my®ds Bolzano on voimassa vililla [—10,10].

N&in ollen voidaan todeta, ettad funktiolla f on tasmalleen yksi nolla-
kohta ja alkuperaiselld yhtaloll4 juuri = ratkaisu valilla ]—10,10].
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