Matematiikan kurssikoe, Maa6 — Derivaatta - RATKAISUT Sievin lukio
Torstai 23.9.2017

VASTAA YHTEENSA KUUTEEN TEHTAVAAN

MAOL-taulukkokirja on sallittu. Vaihtoehtoisesti voit kayttaa aineistot-osiossa olevaa matikan taulukkotieto-osaa.

A-osa:

VASTAA JOKAISEEN TEHTAVAAN 1-2

1. a) Selitd kasitteet ja maaritelmat (lyhyesti), lisda tarvittaessa matemaattinen merkintatapa.

1) Erotusosamaara

i) Asymptootti

iii) Funktion monotonisuus

i) Olkoon f kohdan x, ympadristdssa madritelty funktio. Funktion f arvon keskimaaraisen muutos-
nopeuden kohdasta x, kohtaan x # x, ilmoittaa erotusosamaara

g = %ﬁ:%), (useita merkintatapoja).
Geometrisesti erotusosamédra on kdyran y = f(x) pisteiden (x, £(x)) ja (xo, f(xo)) kautta kulkevan
sekantin kulmakerroin.
i) Asymptootti on rajasuora tai rajakayra, jota funktion kuvaaja rajatta l&hestyy sité kuitenkaan saavut-
tamatta, kun muuttuja saa joko mielivaltaisen suuria/pienié arvoja tai kun muuttuja lahestyy kohtaa, jos-
sa funktio ei ole madritelty (esimerkiksi rationaalifunktion nimittdjan nollakohdat).
iii) Funktion monotonisuus tarkoittaa, ettd funktio on tarkasteltavalla valilla joko (aidosti) kasvava tai
(aidosti) vaheneva. Se ilmaisee funktion kéayttaytymista (kulkua) eli vaaditun jarjestyksen (ehdon) sai-
lymista. Kasvavalle funktiolle patee (aitous poistaa yhtasuuruuden)

x<y = f)=<fQ)
ja vaheneville

x<y = f)=fQ.

b) Mika seuraavista funktioista ei ole jatkuva kohdassa x = 2? Riittaa vastata pelkalla alakohdalla,

esim. kohta i).

i)

ii)

1
-x—2 kunx # 3
f=f(x)={3 ’
-1, kunx =3
. _ (-2 +x? kun x < 2
g.g(x)—{ 4 — x, kun x > 2
—x+;, kunx < 2
h:h(x) = 1
2 kunx > 2

VASTAUS: kohta i)

c) Maarita alla olevaa kuvaajaa hyodyntéaen seuraavat raja-arvot. Riittda esim. kohta i) = —3.



i) ii) i)

i, f) S L

y=f(x)

v

VASTAUS: kohta i) = 3,5 kohta ii) = 0 kohta iii) = 1,5
. a) Derivoi méaaritelméan kautta funktio f (valivaiheet nékyviin), eli muodosta erotusosamaaran raja-
arvo,
f:f(x) =2x%*-1.
Laske lisaksi derivaatan eli derivaattafunktion f’ arvo kohdassa x = —3. (3p)

b) Sievenna lauseke. (1p)

x?—2x-3
. x—3
c) Ratkaise epayhtalé. (2p)
8 — x? _—
x2—4"

a) Muodostetaan erotusosamaaran raja-arvo:

_ fe+h)—f) [2(x+h)? —1] - [2x* — 1]
lim = lim

h—0 h h—-0 h
~ [2x?2 +4xh+2h%*—1]—[2x2—-1] _ 4xh+2h* _
= lim = lim——— = lim(4x + 2h) = 4x.
h—0 h h—-0 h h—-0

TAI



fl@—-fG) . [2a%—1] —[2x* — 1]
m————=lim
- X a-x a—Xx

li

a-x a

2(a? — x? 2(a —x)(a+x
= lim¥= lim ( ) )= lim(2a + 2x) = 4x.
a-x a—Xx a-x a—Xx a-x

Kohdassa x = —3 derivaatan arvoksi saadaan
f'(=3)=4-(-3)=-12.
b) Ratkaisu:

x2—2x—3_x(x—3) x2—2x—3_x2—3x—x2+2x+3
x x—3  x-3 x—3 X -3

_—x+3_—(x—3)_ " L3
 x-3 x-3 X

Pitaa olla maérittelyehto mainittuna!
c) Epayhtélo on mééritelty, kun x # +2. Muokataan epayhtald perusmuotoon.

8—x2+2>0 8—ch_l_2x2—8<0 8—x2+2x2—8<0 x?
= = =
x2—4 - x2—4 x2—-4 — x%—4 -

Merkkikaavioksi saadaan

-2 0 2
x? + |+ |+ |+ A()L;
osam. + - - +

Nyt on huomioitava, ettd kohdat x = —2 ja x = 2 ovat nimittjan nollakohtia, joten ne eivat kuulu ratkaisu-
joukkoon, kun taas kohta x = 0 kuuluu. Nain ollen vastaukseksi saadaan

x < =2, x =0, x> 2.



B-osa: VASTAA TEHTAVISTA 3 - 8 NELJAAN!
3. a) Anna esimerkki funktiosta, joka on kaikkialla jatkuva, mutta joka ei ole derivoituva kaikkialla.

2
b) Derivoi seka tulon ettd osamaaran derivointisadntoja kayttaen lauseke xx—?,x # 0. Kirjoita vali-

vaiheet nakyviin. (Miten saat osamaaran tuloksi eli nimittajan osoittajaan...ainiin...)
c) Maarita se toisen asteen polynomi P, joka toteuttaa yhtalon
P(x)—P'(x)=x%>—-4
Vihje: Kirjoita ensin nakyviin yleinen toisen asteen polynomi.
a) ltseisarvofunktio f: (x) = |x|. Kyseessa on ns. piikKki tai Kiila kohta, jossa derivoituvuus katoaa.

b) Derivointi antaa:

x*+1
D e D(x?+1) x?2=2x"x2+(x%?+1)-(-2)x3

_ 2x —2x—2_2x2—2x2—2_ 2

x2 x3 x3 x3

Dx2+1_Zx-xz—(x2+1)-2x_—2x 2
x2 (x2)2 T x4 x3

c) Toisen asteen polynomi P on muotoa
P(x) = ax? + bx +c, missi a,b,c ER ja a # 0.
Nain ollen P'(x) = 2ax + b ja saadaan yhtalo
P(x)—P'(x) =x*>—4
(ax?+bx+c)— (Rax+b) =x*>—4
ax?+ (b —2a)x + (c = b) = x? — 4,

josta edelleen kertoimia vertaillen saadaan kertoimet ratkaistua

a=1 a=1
b—2a=0 = b=2
c—b=-4 c=-2

Ja toisen asteen polynomiksi tulee siis

P(x)=ax?+bx+c=x*>+2x—-2.



4. Osoita analyyttisesti perustellen, ettd yhtalolla
(x+1)3=x
on tasmalleen yksi reaalijuuri. Liita kuvia/kuvaajia/yms. ratkaisusi tueksi.
Huom! Pelkka laskinohjelman tulos tai kuvaaja antaa 0 pistetta. (5p)

b) Osoita (eli vélivaiheet nakyviin), etta

.ox—1
lim

x-1 \/; -1 -
a) Yhtaloa vastaa funktio f: f(x) = (x + 1) —x = x3 + 3x? + 2x + 1, joka on polynomifunktiona jatku-

2. (1p)

va ja derivoituva kaikilla x € R, erityisesti kaikilla aidoilla suljetuilla valeilla, aito: [a, b] & R.
Koska

{f(—3)= (=3)34+3-(=3)2+2:(-3)+1=-5<0
f(=2)=(=23+3-(-2)2+4+2-(-2)+1=1>0

niin Bolzanon lauseen nojalla funktiolla f on vélilla ]—3, —2[ ainakin yksi nollakohta.

Toisaalta koska f'(x) = 3x%2 + 6x + 2 ja

—3+43
ffx)=0 &x= —3 & x=-1,577 .. taix =-0,47226...,
niin f/ >0 Kkaikilla x < _3;‘/5 = —1,577 ... erityisesti valilla

]—3, —2[. Tasta seuraa, ettd funktio f on aidosti monotoninen va-
lilla [—3, —2] ja nain ollen funktiolla f on korkeintaan yksi nol-
lakohta avoimella vélilla ]—3, —2].

Yhdistdmélla tiedot saadaan, ettd funktiolla f on tdsmalleen yksi

nollakohta valilla ]—3,—2[ ja alkuperaisella yhtalolla siten tas-

malleen yksi reaalijuuri.

b) Rajankayntia varten havaitaan, etta

x—1=+vx —12=({x-1)(Vx +1)

Nain ollen:

x—1 :hm(\/i—1)(\/§+1)

iV —1 1 Jx-1 =lim(Vx+1)=VIi+1=2.



5. Olkoon f: f(x) =

R lWw

+ 2
a) Mika on funktion maarittelyjoukko?
b) Milla valeilla funktio f on kasvava ja milla valeilla vaheneva? Perustele analyyttisesti.
c) Maarita funktion paikalliset 4ariarvot. Perustele analyyttisesti.
d) Piirra funktion f ja derivaattafunktion f’ kuvaajat samaan koordinaatistoon. Miten voit kuvaajis-
ta todeta kohtien a) ja b) tulokset?
e) Maarita raja-arvot laskien
limf(x),  lim f'(x)
a) x # 0,5 eli My = R\{0,5}
b) Funktio f on rationaalifunktiona jatkuva ja derivoituva méaarittelyjoukossaan. Ndin ollen

) 3 0-66-x0-3-(-1) 3 3
[P =Gt e =t oz

_ —3(5 —x)? + 3x? _ 30x—75
- xZ-(S—x)Z _xz-(S—x)Z

Kaaviot
0 5/2 5

b

30x —75 — — 52

+
x2-G-0 + |+ | 4+
+

+ |+ [+

osam. = f'(x) — —

AN NN ad Wl

Siis, funktio f on kasvava, kung <x<5jax>5jafonvahenevg kun0 < x < ;ja x < 0.

3 12

c) Funktiolla f on lokaali minimi kohdassa x = 5/2 ja f(5/2) = 537 tET s

d) Geogebra. Derivaattakuvaajan nollakohta on funktion laakson pohja. Derivaatta saa negatiivisia arvoja

kun funktio on véheneva ja positiivisia kun kasvava. Katso myds kuvaajat.



y=fKx)

flz) ==+ 1
1 3 4 5
30z — 75
/ —
Fla) = Tt I 2%+ 25]z2 2

e) Raja-arvoiksi saadaan

I () = li 3 3 _3 3 —1
xl—rylf X _xl—rgl(_-l_ >_Z+—_

=175

AW

x 5—x 5—4

lim '(x) = lim 30x—75 _ 30-4-75 :EZZE

x—4 x~>4x2-(5—x)2 42-(5—-4)2 16 16

. a) Maarita funktion f: f(x) = 2x3 — 10x2 + 6x — 1 suurin arvo valilla ]—, 4] ja pienin arvo vélilla
[—1, o[. Muista perustella. Liita f:n kuvaaja jarkevasti skaalattuna ratkaisusi mukaan.

b) Osoita derivointisdantd D(f(x) - g(x)) = f'(x)g(x) + f(x) g’ (x).

Ohje: Aloita nain

fx+hglx+h) - f)gkx) _
=

D(f(x)- g(x)) = lim
Mité matemaatikot tykkaavat tehda? Tee se osoittajaan ja...

a) Funktio f: f(x) = 2x3 — 10x% + 6x — 1 on jatkuva ja derivoituva kaikilla x € R, koska on polynomi-

funktio.



N&in ollen suurin ja pienin arvo l6ytyvat derivaatan niistd 0-kohdista, jotka kuuluvat annetulle valille tai ko.
vélin suljetusta paatekohdasta. Derivointi antaa:
fl:if'(x) =6x2—20x+6=6(x—1/3)(x—3)

jaf'(x)=0,kunx =1/3taix = 3.

Kaaviot > 1/3 3

Kohd 1/3 iis funktion f lokaali maksimi f(1/3) L fI(X)" Tl - -
ohdassa x = on siis funktion f lokaali maksimi =——ja

kohdassa x = 3 onsiis f:n lokaali minimi f(3) = —19. max. min.

Nyt valille ]—oo, 4] kuuluvat molemmat derivaatan 0-kohdat, joten lasketaan
f4)=..=-9
lim f(x) = —o
X——00
koska f on kolmannen asteen polynomi x3 termin kerroin posit. eli vas. alh = oik. ylos.

Siis f:1l& ei ole pienintd arvoa ja suurin arvo on — 5

Edelleen valille [—1, oo[ kuuluvat molemmat derivaatan 0-kohdat, joten lasketaan
f(-1)= .. =-19
lim f(x) = o
X—00

koska f on kolmannen asteen T

. . . 20
polynomi x3 termin kerroin

15

posit. eli vas. alh - oik. ylos. o

Siis f:11a ei ole suurinta arvoa 5

ja pienin arvo on —19. 4 3 2

=22 -10z*+6z—-1




b) Ohjeen mukaisesti:

fOe+h)glx+h) - fx)g(x)

D(f(x)- g(x)) = lim

h

_ limf(x +h)glx+h) —fx)glx+h)+fx)glx+h) - flx)gx)

h—0 h
_1i fx+h)glx+h)—fl)glx+h) — fl)gl+h)—flx)glx)
= lim + lim

h—0 h h—0 h

h) — h) —
Y L0 Rd (R SRSNY (CAED R TR
=f'(x) ~g’(x)

=f'(x)-glx+0)+g' () f(x), OK

7. Suorakulmion muotoisen peltilevyn mitat ovat 20 cm ja 32 cm. Levyn nurkista leikataan pois keske-
naan yhtasuuret nelion muotoiset palat ja levy taitetaan suorakulmaisen sarmién muotoiseksi laati-
koksi (kanneton). Mik& on poistettavien neliéiden sivun oltava, jotta laatikon tilavuus olisi mahdolli-

simman suuri?

20cm

Tilavuus saadaan yhtalésta
V' = pituus - leveys - korkeus.
Merkitaan peltilevysta poistettavan nelion sivun pituutta x:11a. Talloin laatikon leveys on 32cm — 2x ja
vastaavasti laatikon pituus on 20cm — 2x. Korkeus on x. Nain ollen laatikon tilavuus riippuu vain muuttu-
jasta x, eli
V=V(x)=(20cm —2x)-(32cm —2x) ' x = 4x3 — 104x? + 640x
Selvasti pité4 patea
x>0, x < 10, x < 16,
silld jos x = 0, niin laatikolla ei ole korkeutta ja x ei voi saada negatiivisia arvoja. Toisaalta x < 16 cm ja
x < 10 cm, joista jalkimméinen on vahvempi ehto. Eli jos x > 10 cm, niin laatikon pohjan ala on nolla.

On saatu suljettu vali x € [0,10] yksikkdna cm.



Tilavuusfunktio V = V(x) on jatkuva ja derivoituva polynomifunktiona, joten se saa adriarvonsa valin paa-
tepisteissa tai derivaatan nollakohdissa mikéli ne osuvat tarkasteluvalille [0,10].

= V'(x) =12x% — 208x + 640
jaV'(x) =0, kun (laskin) x = 4 tai x = ? = 13; > 10 —hylataan. Ensimmainen vaihtoehto x = 4 kuuluu

tarkasteluvalille. Siis

V(0)=4-03-104-02+640-0=0
V(4) =4-4%—-104-4%+ 6404 = 1152
V(10) =4-10%—104-102+640-10=10

Muuttujan x arvolla 4 tilavuus V(x) saavuttaa suurimman arvonsa.
VASTAUS: Nelion sivun pituuden tulee olla 4 cm.

8. a) Maarita analyyttisesti perustellen origosta paraabelille y = x? — 2x + 4 piirrettyjen tangenttien
yhtalot. Maarita liséksi tangenttien vélinen terava kulma. (5p)
b) Taulukon ylarivissa ovat funktioiden f, g ja h kuvaajat. Alemmassa rivissa on viiden eri funktion
kuvaajat. Naiden joukossa ovat myos derivaattafunktioiden f’, g’ ja h’ kuvaajat. Yhdista funktio oi-

keaan derivaattafunktion kuvaajaan. Siis, esim. f — kuvaaja 1. (1p)

Funktio f'(x) Funktio g(x) Funktio /(x)
y 4 y

. rj }/ . T/ ’

Hislve

Kuvaaja 1 Kuvaaja 2 Kuvaaja 3 Kuvaaja 4 Kuvaaja 5

34 y Ny w ) y
S
X x x ’\ x x

a) Tangenttien kulmakerroin kohdassa x on muotoa y’(x) = 2x — 2. Tangenttien toinen piste tunnetaan, se
on origo, jota merkitaan (x,, y,) = (0,0). Suoran yhtéléa hyddyntden saadaan

Y — Yo = k(x — xo)

y—0=2x—-2)(x—0)

y = 2x?% —2x



Pitaa etsia ne kohdat x, joissa suoran y = 2x? — 2x ja paraabelin y = x2 — 2x + 4 y-koordinaattien arvot
ovat samat. (ALA hamaanny tasséd vaiheessa suoran muodosta, jossa on siis toisen asteen termi = saadaan
kaksi ratkaisua). Saadaan

y=y & x?-2x+4=2x%-2x
e x2—4=0 & x-2)x+2)=0
Elix =2taix =—-2.

Kun x = 2, niin tangentin kulmakerroin on Kun x = —2, niin tangentin kulmakerroin on
k,=22-2=2 ky=2-(=2)—-2=-6
ja tangentin yhtaloksi tulee ja tangentin yht&loksi tulee
Y — Yo = 2(x — x) Y — Yo = —6(x —xo)
y—0=2(x—-0) y—0=—-6(x—0)
y =2x y = —6x
y = -6x 20 e

18

16

14

12

10

¥y =x%-2x+4

Maaritetdan lopuksi tangenttien valinen terdva kulma. Hyodynnetdan yhtéaloa

. | k1 ks
R Ey s
ja saadaan
t k1 — ks 2-(-6) | 8 | 8 36,027 36
= = = = — - = ___O ~ o .
M= kg, [1+2-(me)| 1-12l " 11 *=0

b) VASTAUS: f —kuvaaja4 g — kuvaaja l h — kuvaaja 3.



