Matematiikan kotitehtava 2, MAA 6 — Derivaatta Sievin lukio

Tehtavien ratkaisut tulee olla tehtynda Googlen Docs-ohjelmalla. Liita vastauksiisi kuvia Geogebrasta
ja esim. TI-nspire ohjelmalla tuotettuja matemaattisia ratkaisuja.

- Kirjaudu edu.sievi.fi - tunnuksellasi Google Driveen ja MAA4 -kansioon luo alikansio ”Tietokone-

harjoitukset” kohdasta ko

. Luo tahan kansioon Google Docs dokumentti, jonne Kirjoitat/liitat

vastauksesi. Muista nimetd dokumentti omalla nimell&si!

1. a) Osoitetaan GEOIla, ettd tulon derivaatta ei ole derivaattojen tulo. Kirjoita sydttokenttaan seuraavat
funktiot: £ (x) = 2x? - 2x - ljag(x) = -x? + 4.Muodosta f:n ja g:n tulofunktio: h (x)
= f(x)g(x). Seuraavaksi luo nédiden funktioiden derivaatat komennolla Derivaatta ( <Funk-
tio> ). Siis Derivaatta( f(x) ), Derivaatta( g(x) ) jaDerivaatta( h(x) ).

Lopuksi luo f:n ja g:n derivaattojen tulofunktio k komennolla: k (x) = f'(x) g' (x)

Tilanne tulisi ndyttdd kutakuinkin talta (josta ei saa mitaan selvad). Huomaa y-akselin skaalaus!

Noetra 5| b Parname = X
Funktio

®f(x) =2x"—2x—1 "
®Fix) =d4x—2 12
®g(x) = —x*+4

® g(x) = —2x "
@ h{x) = (2x*—2x—1) (—x*+4) 8

® hijx) = 8x*+6x*+18x—8
® kix) = (4x—2)(—2x)

Valitse ALGEBRA-ikkunasta nakyviin vain funktiot h’ ja k (eli klikkaa funktion nimen vasemman puo-

leinen sininen ympyré pois paaltd). Nyt saa paremmin selvaa.

wsorn %[ b paroams R
Funktio

fix) = 2x*—2x—1 14

f(x) =4x-2

g(x) = —x*+4

g(x) = —2x

h(x) = (2% —2x—1) (—x2+4)
® hijx) = -8x"+6x*+18x—8
® k(x) = (4x—2) (—2x)




b) Osoitetaan GEOlla, ettd osamadrén derivaatta ei ole derivaattojen osamaard. Kayta a)-kohdan GEO-
tiedostoa. Luodaan aluksi osamaarafunktio m funktioista f ja g seka sen derivaatta, (huomaa/palauta mi-
leen rationaalisen funktion madrittelyehdot): m (x) = f(x)/g(x) jaDerivaatta (m(x)).Lopuk-
si luodaan f:n ja g:n derivaatoista osamaarafunktion (x) = f'(x) / g' (x) javalitaan tarkastelta-

vat funktiot m' ja n esiin. Tehda&n havainnot.

¥ aigetea % | > Pimane g X
Funktio
f(x) = 2x*—2x—1 1
f(x) =4x—2
g(x) = —x*+4
g(x) = —2x
h(x) = (2x*—2x—1) (—x*+4) 8
W(x) = -8x’4+6x2+18x—8 s
k(x) = (4x —2) (—2x)
2x2-2x—1 ¢
“x2+4 2
—2x?+14x -8

m(x) =

® m'(x) =

xt —8x2+16
_4x-2
T —2x

® n(x)

Tarkastellaan derivaatan hyodyntamista MAA4:Ita tutuksi tulleisiin kulmakaavoihin tan(a) =k ja

ki—k;

tan(a) = 1+kqk;

a) Madritd missé kulmassa kayrét y; = f(x) = cos(2x) ja y, = g(x) =logs(3x — 1) leikkaavat toi-
sensa.

b) Maaritd milla parametrin a arvo(i)lla kéayralle y; = h(x) = 10 sin (% x) - 2%% kohtaan x = 1 astetettu
tangentti leikkaa x-akselin 20 asteen kulmassa.

Tehd&an molemmat alakohdat ensin Tl:1la (radiaanit saa olla asetuksena) ja sitten GEO:lla.

a) Laskin-valilehdelld luodaan funktiot muistiin := -komennolla sek& ratkaistaan funktioiden leikkaus-

piste x = x,. Huomautuksesta ei tarvi va- f(x):=cos(2- x) Valmis
littdaa (keltainen kolmio.) g(X)¢=10gO 5(3'x—1) Valmis
A solve(fix)=glx).x) x=0.588981094

Ratkaistaan seuraavaksi funktioiden derivaattojen arvot kyseiselld x = x, arvolla. Lasketaan ensin funk-

tion f derivaatan arvo. Muista: derivoinnin jélkeen pystyviiva (Alt Gr + ) ja sitten paina kerran nuo-

liylospain, edellisen laskun tulos tulee vali-
ylosp A solve(fx)=glx).x) ¥=0.588981094

i)

tuksi (tulee siniseksi) ja paina ENTER.



Tilanne tulisi olla lopulta seuraavanlainen.
d -1.84765568
d—(f{x))|,\‘:0.58898109398343
X

Sitten funktion g derivaatan arvo. Saat tamén vas-
taavalla tavalla helposti, kun ensin nuoliylospéin kahdesti - valituksi tulee edellinen lasku. Paina EN-

TER ja vaihda funktio f:sta g:ksi. -5.643292307

o di(g(x))|x=0.58898109398343
X

Lopuksi lasketaan kulman arvo, muista itseisarvot ja arctan-komento. Voit valita vapaasti kumman

derivaatan arvo on k; ja kumman k,. Radiaanit saat asteeksi tutulla muunnoksella.

-1.8476556799193—-5.64329230665 0.3321679155
1+-1.8476556799193- -5.64329230665
tan"(0.33216791548318) 0.3207013119
0.32070131187462- 180 18.37483165
s
GEOlla piirretdan aluksi funktioiden " R[P =

® f(x) = cos(2x)
® g(x) = logos(3x —1)

kuvaajat sekd maaritetddn niiden leik-  rise

® A=(0.589, 0.3828)
kaUSpiSte: 05 (0.589, 0.3828) /\
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Seuraavaksi luodaan tangentit ja maaritetaan tangenttien valinen kulma suoraan Kulma-komennolla (riit-
tad valita suorat, ei tarvitse luoda mitdan apupisteitd). Mikali saat ’vaaran kulman”, niin valitse suorat
toisessa jarjestyksessa. Eli tangenttien leikkauspisteeseen muodostuu kaksi suoraa, niistd pienempi tulee

valita (on méaaritelmén mukaan suorien leikkauskulma).

P Agebra X| | » piirtoalue

a=2 Funktio
—— ‘%’ @ f(x) = cos(2x) 2

@ g(x) = loggs(3x—1)
Kulma
® o =18.3748°
Piste
® A =(0.589, 0.3828)
Suora 05
® h:y=-5.6433x + 3.7066
® iiy=-1.8477x + 1.471

(0.589, 0.3828)

a = 18.3748°

-05 0 05 1 1.5 2




b) Laskin-valilehdell& luodaan funktio h muistiin := -komennolla. Derivoidaan funktio h ja lasketaan de-

rivaatan arvo kohdassa x = 1.

. Valnis
It(x):=10- sin| 2y

1
—x
3
i(h(x))|x=l 10- cos(%

e
3

1
10-a- 1n(2)- sin|
3

Lopuksi ratkaistaan mill4 parametrin a arvolla derivaatan arvo (kohdassa x = 1) on /9. Huomaa, etta
20 asteen (m/9) kulma mudostuu myds ns. negatiiviseen kiertosuuntaan! Siksi kaksi yhtaloa (jotka voisi

itseisarvolla saada suoraan kuntoon).

1
10 cos|—
. 3/ al ™
A solveltan™ 10-a-111(2)- sin(— +T 2% |=—,a
a=-1.055340718
1
10 cos|—
. 3/ .al ™
A solveltan™ 10-a-1n(2)- sin(— +T 0 /) =F,a
a=-4.053347886 or a=-2.056388976

TAI itseisarvolla

1

3
a=-4.053347886 or a=-2.056388976 or a="1.055340718

A solveltan™ 10-a-1n(2)-sin +———— |- 2%||==a

GEOIlla piirretddn aluksi funktion h kuvaaja | s
"HeEE @

(muista kertomerkki parametrin a ja muuttujan x .F‘;”k”° e i """
apas Kulma
valiin). ®aq "
Luku E -10 3atunr 10 1suora v 0'01
h(x) = 10*sin(l / 3*x) * 2~ (a*x). | ®8 |/ s
Piste Nopeus: |1 Toista: | = Edestakainen  ~
1 AAt: H H L L H ® A Pisteen tyyli
Luodaan liukuséatimet ja liukusaatimen asetuksis- suora || ks o
. f var W
ta seuraavat muutokset: Vi

- ) 600 px

Viivan pakst px




Luodaan piste 2= (1, h (1) ). Luodaan pisteen A kautta tangentti ja lopuksi tangentin ja x-akselin vali-
nen kulma. Vaihdellaan, liukukytkimen kautta, parametrin a arvoa ja havaitaan, etta arvoilla —1,05,

—2,05 ja —4,05 tangentti leikkaa x-akselin 20 asteen kulmassa.

P Agebra

Funktio
@ h(x) = 10 sin (7

1 x) , p—1.05x

3

) Piirtoalue

Om

1 15 ‘)/

Kulma

® a=20.3634°
Luku

® a=-1.05
Piste

~® A=(1,1.5802)

Suora

® f:y=0.3712x + 1.2091

a = 20.3634°
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P Aigebra

Funktio
‘e h(x) = 10 sin (% x> .27 205x

=

X

P

(1, 0.7901)
Kulma
- @ a=340.0954°
Luku
" ®a=-205
Piste
~® A=(1,0.7901)
Suora
- @ fry=-0.3621x + 1.1522

a = 340.0954°
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P Aigebra

Funktio
1
® h(x) = 10 sin (5 x) . 2405

o P Ppiirtoalue

X

1.2 =-4.05
1

Kulma
@ o = 339.9804°

Luku
® a=-4.05

Piste
® A=(1,0.1975)
Suora

\Zi
04

(1,0.1975)
0.2

a = 339.9804°
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Sovellustehtava...ehké ei.? mieti?

Jatketaan PYTHON-ohjelmoinnin perusteita ja tarkastellaan while- seka for- silmukkarakenteita. Muo-
dostetaan ensin helpohko while -silmukka ja sitten kohtuu yksinkertaisen funktion erotusosamaarié kayt-
tajan madrittamassa kohdassa x = x, for-silmukalla. Silmukkarakenteissa muista kaksoispiste ehdon
jalkeen, jolloin python itse sisentaa suoritettavat komennot.

a) Avaa TI:ssé Python editori, jaa ndytto ja avaa komentotulkki (Shell). Kirjoitetaan ohjelma:

import math



luku=int (input ("Anna positiivinen kokonaisluku valilta 0 -20: "))
while luku <=0:

print ("Luku ei ole positiivinen. ")

luku=int (input ("Anna positiivinen kokonaisluku valilta 0 -20: "))
while luku >=21:

print ("Luku on positiivinen, mutta liian iso. ")

luku=int (input ("Anna positiivinen kokonaisluku valilta 0 -20: "))

print ("Hyva, annoit positiivisen kokonaisluvun. ", luku, ".")

Muista painaa syottamasi luvun jalkeen ENTER:i&. Tulisi olla suunnilleen seuraavaa:

& T2 MAA6_tehtd.py 9/9 | Python Shell 9/9
import math >>>#Running T2_MAAG_teht4.py
luku=int(input("Anna positiivinen kokonaisluku valilta 0 =20: ")) |>>>from T2_MAAG6_teht4 import *
while luku <=0: Anna positiivinen kokonaisluku véliltd 0 -20: -8
print("Luku ei ole positiivinen. ") Luku ei ole positiivinen.
luku=int(input("Anna positiivinen kokonaisluku valiltd 0 -20: ")|Anna positiivinen kokonaisluku valilta 0 -20: 45
while luku >=21: Luku on positiivinen, mutta liian iso.
print("Luku on positiivinen, mutta liian iso. ") Anna positiivinen kokonaisluku valilta 0 -20: 15
luku=int(input("Anna positiivinen kokonaisluku valilta 0 -20: ")|Hyva, annoit positiivisen kokonaisluvun. 15.
pﬁnH"Hyvé.annokpokhﬁﬂsenkokonmskwun.ﬂluku,ﬂ") >>

b) Kirjoitetaan toinen ohjelma, jossa lasketaan erotusosamaaria, mutta kayttden nyt float-tyyppisté lukua
eli desimaalilukua. Lasketaan erotusosamaaria funktiolle: x? + 2x — 1

For -silmukassa toistojen lukumaaré tiedetaan etukateen.

import math

#Luodaan yksinkertainen funktio f(x) = x"2+2x-1

#ja pyydetdan kayttdjaa antamaan derivointikohta.

#Lahestyminen ensin oikealta eli posit. suunnalta.

kohta = float (input ("Anna derivointikohta, x = "))

print ("Lahestyminen oikealta:")

fkohta= kohta**2+2*kohta-1

for i in range(-1,-10,-1):

a kohta+10**1
fa=a**2+2*a-1

deltaf=fa-fkohta

deltax=a-kohta



b=deltaf/deltax

print (b)
print () #tulostetaan tyhja rivi, helpottaa lukemista
#Lahestyminen sitten vasemmalta eli negat. suunnalta.
print ("Ladhestyminen vasemmalta:")

for i in range(-1,-10,-1):

c kohta-10**1i
fe=c**24+2*c-1
deltaf2=fc-fkohta
deltax2=c-kohta
d=deltaf2/deltax?2

print (d)

print ("Tarkka arvo kohdassa x=", kohta,"on: ",2*kohta+2)

) T2 MAA6_tehtdb.py 25/25 »| 2 Python Shell 98/98
import math \
#Luodaan yksinkertainen funktio f(x) = x*2+2x-1
#)a pyydetaan kayttajaa antamaan derivointikohta. >>>#Running T2_MAAG_tehtdb.py
#Lahestyminen ensin oikealta eli posit. suunnalta. >>>from T2_MAAG6_tehtd4b import *
kohta = float(input("Anna derivointikohta, x = ")) Anna derivointikohta, x = 3.791
print("Lahestyminen oikealta:") Lahestyminen oikealta:
fkohta= kohta**2+2*kohta-1 9.681999999999986
foriinrange(-1,-10,-1): 9.591999999999805
a = kohta+10*% 9.583000000000286
fa=a**2+2*a-1 9.582100000018229
deltaf=fa-fkohta 9.582009999968232
deltax=a-kohta 9.58200100108899
b=deltaf/deltax 9.582000097957199
print(b) 9.581999962874141
print() #tulostetaan tyhja rivi, helpottaa lukemista 9.581998401278977
#Lahestyminen sitten vasemmalta eli negat. suunnalta. |>>>
print("Lahestyminen vasemmalta:") Lahestyminen vasemmalta
foriinrange(-1,-10,-1): 9.482000000000026
¢ = kohta-10*4 9.571999999999852
fe=c**2+2*c—1 9.581000000001783
deltaf2=fc-fkohta 9.581900000001683
deltax2=c-kohta 9.581989999966577
d=deltaf2/deltax2 9.581999000911189
print(d) 9.581999884794376
print("Tarkka arvo kohdassa x=", kohta,"on: ",2*k0hta+2)||9.581 999962874141
9.582001953992362
Tarkka arvo kohdassa x= 3.791 on: 9.5820000000000
>>

c) Joskus voi kédyda niin, ettd joudutaan menemaan hyvin hyvin lahelle tarkastelukohtaa, ennen kuin ero-

tusosamaarét alkavat olla riittavén tarkkoja derivaatan arvolle.



sin(10 000-x)

Tarkastellaan funktiota f: f(x) = ————,

jolle derivaatta on f': f'(x) = 100 - cos(10 000x) ja ote-

taan tarkastelukohdaksi x = 0. Talloin siis f'(0) = 100. Muodosta ohjelma joka laskee oikeanpuoleisia
erotusosamaarid seké erotusosamaérien absoluuttiset virheet sekéa suhteelliset virheet. Huomaa, etta esi-
merkkiin on tulostettu tyhjia riveja luettavuuden parantamiseksi.
import math
#Ilmoitetaan tarkastelukohta, funktio ja derivaatan
#tarkka arvo tarkastelukohdassa.
kohta = 0
print ("Tarkastelukohta: ", kohta,".")
print ("Funktio f (x)=sin(10000x)/100.")
derivarvo = 100
print ("Derivaatan tarkka arvo kohdassa x=0: ", derivarvo,".")
fkohta= math.sin (10000*kohta) /100
print ("Funktion f arvo kohdassa x=0: ", fkohta,".")
print () #tyhja rivi luettavuuden parantamiseksi
for i in range(-1,-15,-1):
a = kohta+10**1i
fa=math.sin (10000*a) /100
deltaf=fa-fkohta
deltax=a-kohta
b=deltaf/deltax
print ("Erotusosamaara, kun muutos on: ",10**1i)
print (b)
print ("Absoluuttinen virhe:")
print (abs (b-derivarvo))
print ("Suhteellinen wvirhe:")
print (abs ( (b-derivarvo) /derivarvo))
print () # tyhjd rivi luettavuuden parantamiseksi

print ("Ohjelma paattyy.")



2 T2 MAAG6_tehtdc.py
import math

#llmoitetaan tarkastelukohta, funktio ja derivaatan

#tarkka arvo tarkastelukohdassa.
kohta =0
print("Tarkastelukohta: ", kohta,".")

print("Funktio f(x)=sin(10000x)/100.")

derivarvo =100

print("Derivaatan tarkka arvo kohdassa x=0: ", derivarvo,".")

fkohta= math.sin(10000*kohta)/100

print("Funktion f arvo kohdassa x=0: ", fkohta,".")
print()#tyhja rivi luettavuuden parantamiseksi

foriinrange(-1,-15,-1):
a = kohta+10**
fa=math.sin(10000*a)/100
deltaf=fa—fkohta
deltax=a-kohta
b=deltaf/deltax

print("Erotusosamaara, kun muutos on: ",10**)

print(b)

print("Absoluuttinen virhe:")

print(abs(b-derivarvo))

print("Suhteellinen virhe:")
(

print(abs((b-derivarvo)/derivarvo))

print()# tyhja rivi luettaviuuden parantamiseksi

print("Ohjelma paattyy.")

B Python Shell

413/457

24/25

B Python Shell

380/457

Tarkastelukohta: 0.
Funktio f(x)=sin(10000x)/100.

>>>

0.08268795405320024
Absoluuttinen virhe:
99.9173120459468
Suhteellinen virhe:
0.999173120459468
>>>

-0.5063656411097588
Absoluuttinen virhe:
100.5063656411098
Suhteellinen virhe:

1.005063656411098
>>>

-5.440211108893697
Absoluuttinen virhe:
105.4402111088937
Suhteellinen virhe:
1.054402111088937
55>

84.14709848078965

Erotusosamaara, kun muutos on:

Derivaatan tarkka arvo kohdassa x=0: 100.
Funktion f arvo kohdassa x=0: 0.0.

Erotusosama&ara, kun muutos on: 0.1

0.01

Erotusosama&ara, kun muutos on: 0.001

Erotusosama&ara, kun muutos on: 0.0001

B Python Shell

440/457

Erotusosamaara, kun muutos on:

99.83341664682815
Absoluuttinen virhe:
0.166583353171859
Suhteellinen virhe:

0.00166583353171859
>>>

Erotusosamaara, kun muutos on:

99.99833334166667
Absoluuttinen virhe:
0.001666658333348892
Suhteellinen virhe:

1.666658333348892e-05
>>>

Erotusosamaara, kun muutos on:

99.99998333333417
Absoluuttinen virhe:
1.666666582877951e-05
Suhteellinen virhe:

1.666666582877951e-07
>>>

Erotusosamaara, kun muutos on:

99.99999983333336
Absoluuttinen virhe:
1.666666520350191e-07
Suhteellinen virhe:
1.666666520350191e-09
>>

1e-05

1e-06

1e-07

1e-08

>>>

Erotusosamaara, kun muutos on:

99.99999999833335
Absoluuttinen virhe:
1.666663251853606e-09
Suhteellinen virhe:
1.666663251853606e-11
>>>

Erotusosamaara, kun muutos on:

99.99999999998332
Absoluuttinen virhe:
1.668354343564715e-11
Suhteellinen virhe:

1.668354343564715e-13
>>>

Erotusosamadard, kun muutos on:

99.99999999999984
Absoluuttinen virhe:
1.70530256582424e-13
Suhteellinen virhe:
1.70530256582424e-15
==

Erotusosamadard, kun muutos on:

100.0
Absoluuttinen virhe:
0.0

Suhteellinen virhe:
0.0

Te-09

1e-10

Te-11

Te-12

Tallenna omanimi_sukunimi -muodossa pedan tallennuskansioon palautuspaivaan mennessa.



