Matematiikan kotitehtava 1, MAA 6 — Derivaatta Sievin lukio

Tehtavien ratkaisut tulee olla tehtynd Googlen Docs-ohjelmalla. Liita vastauksiisi kuvia Geogebrasta
ja esim. Tl-nspire ohjelmalla tuotettuja matemaattisia ratkaisuja.

- Kirjaudu edu.sievi.fi - tunnuksellasi Google Driveen ja MAA4 -kansioon luo alikansio ”Tietokone-

harjoitukset” kohdasta F % Luo tahan kansioon Google Docs dokumentti, jonne kirjoitat/liitat

vastauksesi. Muista nimetd dokumentti omalla nimell&si!

1. a) Laajennetaan hieman raja-arvon kasitettd sek& harjoitellaan asymptoottien mééarittdmista. Asymptoot-
tihan oli sellainen rajasuora tai rajakédyréa, jota funktion kuvaaja lahestyy, kun muuttuja lahestyy +co tai
niitd kohtia, joissa funktiota ei ole méaritelty.

x— .

a) Piirrd funktion f: f(x) = % kuvaaja GEOlla. Piirra myos katkoviivalla suora y = ; Mita

havaitset? Kun x vdihenee rajatta ts. x = —oo, niin “Selvésti” f:n arvot ldhestyvit arvoa 2 Sano-
taan, ettd f:114 on miinus ddrettomyydessd raja-arvo 2 Tatd merkitdén
I (Zx - 1) 2
im ==,
x>-0\3x+2/ 3

Vastaavasti, kun x — oo, eli kun x kasvaa rajatta, niin f:n arvot lahestyvit jilleen arvoa g f:114 on

plus ddrettomyydessd raja-arvo 0, merkitaan

I (2x—1>_2
i \3x+2) 3"

TI:1la voidaan laskea useita arvoa kerralla kdyttden kaarisulkuja ja arvot pilkulla erotettuina, siis

esim. edelld kdydyn funktion ldhestyminen kohti miinus déretontd (havaitaan arvo 2/3 ”pienilla” x):

2-{-10,-100,-10000,-1000000000. }—1

3-{-10,-100,-10000,-1000000000. }+2
{0.75,0.674496644295,0.66674444963,0.666666667444 }

Ja vastaavasti ldhestyminen kohti plus ddretontd (havaitaan arvo 2/3 “suurilla” x):

2-{10,100,10000,1000000000. } -1

3-{10,100,10000,1000000000. }+2
{0.59375,0.658940397351,0.666588894074,0.666666665889 |




b)

Yleisesti, jos osoittajan ja nimittdjan asteet ovat samat, niin rationaalifunktion raja-arvo
+00:3s84 on korkeimman asteen termien kerrointen osamaara. Asymptoottina on suora y =

vakio. 2 Laske ja piirra kuvaaja seka asymptootti

2 1—6x
i) lim (3 — ;), ii) lim

x—+oo x—+o0w 3x + 2

Entépé, jos nimittajan aste on isompi kuin osoittajan? Tarkastele seuraavaa esimerkkié

po 155 x(15+§)_1_ 115+%_O 5_,
iodbo dxZ £ 2 xodeo 5 (4. 2\ xodwx o 2 4
x2 (4 + ) 4+5
x2

Laskennallisesti, 1dhestyminen kohti plus dédretonta (havaitaan arvo 0 ”’suurilla” x):

15+ {10,100,10000,1000000000. }+5

4-{10,100,10000,1000000000. } %+2
{0.38557213931L03762311881L00037501251L0000000038}

Yleisesti, jos osoittajan aste on pienempi kuin nimittajan aste, niin rationaalifunktion raja-arvo

+00:554 0n nolla. Asymptoottina on suoray = 0 eli x-akseli.

> Laske ja piirra kuvaaja seké asymptootti

Nl 1—15x
) Jlim—m—y

Kun osoittajan aste on suurempi kuin nimittdjan, niin rationaalifunktion raja-arvo +oo:ssg on +oo tai

—oo, Eivét vélttdmatta ole samoja, esimerkiksi

1 1 1 1
3x3+x2_1 . X3(3+E_x_) . 3+E_F n n 3 n n
im ——————= lim =limx - ————=="00" = ="0",.
x—w 2x%2 4+ 5x x- _l_E) X0 2+§ 2
X X
ja toisaalta
3x3 + x2 - 1 " n 3 n "
= = —0 == —0

im —————
x—>—oo0 2x2% 4+ 5x

3-110,100,10000,1000000000. }>+{ 10,100,10000,1000000000. }2—1

2-{10,100,10000,1000000000. }2+5- { 10,100,10000,1000000000. }
{12.396,146.8292195,14996.75081,1499999997. }

3-{-10,-100,-10000,-1000000000. } 3+{-10,-100,-10000,-1000000000. }2~1

2-4-10,-100,-10000,-1000000000. }2+5- {-10,-100,-10000,-1000000000. }
{-19.34,-153.3333846,-15003.25081,-1500000003. }

Piirra kdyra ja totea edella eri raja-arvot.



2. 2-tehtdvassé tarkastellaan lahestymista niité kohtia, joissa funktiota ei ole maaritelty. Tarkastellaan funk-
tiota f: f(x) = xszja piirretdadn funktion f kuvaaja eli kdyrd y = ﬁ
Nyt, kun x = 2 —, niin funktion f arvot nayttavat vahenevan rajatta. Vastaavasti, kun x — 2 4+, niin f:n

arvot nayttavat kasvavan rajatta.

Sanotaan, ett4 funktiolla f on kohdassa x = 2 (epdoleellinen) vasemmanpuoleinen raja-arvo —co ja vast.
(epéoleellinen) oikeanpuoleinen raja-arvo +oco. Kéyrd y = — ldhenee suoraa x = 2 sit4 saavuttamatta.

Sanotaan, ettd kéyrélla on pystysuorana asymptoottina suora x = 2.
- Laske, piirrd kuvaaja sek& pystysuorat asymptootit (osaatko mahdolliset muut asymptootit

MAArittas?)

N x—1 oo x—1 _ x—1 ) x—1
i) lim im im im :
) x-2-x2 — 4’ x-2+x2 — 4’ x>-2-x2 — 4’ x->-2+x% — 4
i i x—1 I x—1
ii) lim im

x-2-2 —x’ x-2+2 — X

Y hteenvetoa — asymptoottien maarittdminen
Rationaalifunktion kuvaajalla on
e pystysuora asymptootti x = x, nimittdjan niissa nollakohdissa, jois-sa osoittaja + 0,
e vaakasuora asymptootti y = 0 eli x-akseli, jos osoittajan aste on pienempi kuin nimittajéan,
e vaakasuora asymptootti y = y, (# 0) eli x-akselin suuntainen suora, jos osoittajan ja nimittajan as-
teet ovat samat,
e Vvino suoraviivainen asymptootti y = ax + b (a # 0), jos 0soit. aste on yht& suurempi kuin nimit.,
e vino kayraviivainen asymptootti y = f(x), jos osoit. aste on véh. kahta suurempi kuin nimittajan.
3. Viimeinen raja-arvotehtéva liittyy funktioon f: f(x) = sin (i) Mitd f:n arvot lahestyvat, kun x — 0?
Piirra GEOIla funktion f kuvaaja ja huomaat tilanteen.

Laske sitten funktion f arvoja f(x,), kun x,, = ﬁ missd n € Z,. Nyt siis
2

X, = ~ 0,1273, x, = =——=0,0707, X3 =g ———— &~ 0,0490, -0
=+ 227 =+ 327

T
=+ 12 )

2

1 {1,1,1,1,1,1,1}

sin

T
E+{2,4,6,8,10,100,10000}- 7



Voit havainnollistaa naita edell& piirtaméési kuvaajaan GEOssa jono-komennolla:

Jono((1 / (n / 2 +n *2m, £(1 / (n/ 2 + n * 2m))), n, 1, 20, 1)

Laske sitten funktion f arvoja f(x,), kun x,, = # missd n € Z,. Nyt siis

1 1 1
X1 = E = 0;3183, Xy = E ~ 0l1592I X3 = g ~ 0’1061’ —~0

1 {0,0,0,0,0,0,0}
1
{1,2,3.4,10,100,10000}- 7

sin

Voit jalleen havainnollistaa néité edella piirtdmaasi kuvaajaan GEOssa jono-komennolla:
Jono((1 / (n * m), £(1 / (n * m))), n, 1, 20, 1)

Mit& huomaat? VVoidaanko raja-arvo nollassa maarittaa?

4. Tarkastellaan viel& lopuksi derivaatan madritelmaa. Kirjoita Geogebran syo6ttokenttd&dn polynomifunktio
f(x)=x"3-3x"2-2x seka pisteet eli A=(-0.5, £(-0.5)) ja B=(-0.5+42"(-k), £f(-
0.5+2" (-k)) ). Geogebra kysyy, luodaanko liukusaatimet - Luodaan. Aseta liukusaatimen asetukset
seuraavasti: alaraja -2, ylaraja 6 ja animaatioaskel 1. Kokeile miten piste B liikkuu funktion kuvaajalla.
Piirrd sitten suora pisteiden A ja B kautta. Aseta sekd suoran etta pisteen B jalki kayttoon (eli algebraik-
kunassa paina suoran/pisteen B kohdalla hiiren kakkospainiketta ja valitse jalki kayttoon.) Lopuksi vie

liukusdadin arvoon -2, paina CTRL+F ja sitten liikuta liukusdadinta arvoon 6. Tee havaintoja.

Pohdi erotusosaméarén raja-arvoa, sekantteja ja lopuksi piirrd tangentti pisteeseen A/ .D' @

rt

A. Eli valitse tangentti (katso kuva), paina piste A ja sitten funktion f kuvaajaa.

Mormaali

Hyddynna véreja!

Yhdensuuntainen

Liita lopuksi nayttokuva, jossa nékyy funktio, sekantit ja tangentti, vastaukseesi.

Keskinormaali

Tulisi ndyttaa talta.

Kulmanpuolittaja

angentit

(D) & 7\t A



k=6

f(x) = xX®*—3x°—2x oz
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Tallenna omanimi_sukunimi -muodossa pedan tallennuskansioon palautuspaivaan mennessa.



