Matematiikan TESTI 4, Maa5 — Analyyttinen Geometria — RATKAISUT Sievin lukio
Maanantai 22.5.2017

VASTAA JOKAISEEN TEHTAVAAN! MAOL ON SALLITTU!

TARKISTA TEHTAVAT KOKEEN JALKEEN JA ANNA PISTEESI RUUTUUN!

1. a) Muodosta keskipistemuotoinen ja normaalimuotoinen yhtald ympyralle, jonka keskipiste on (—2,7) ja

sade on /7. Liita kuva mukaan. (1p)

Yhtalot ovat
(=D + -7 =VT = @+ +G-7=7
= x2+y*+4x— 14y +46 =0
D
(X +2)2 + TE=p0
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b) Muodosta normaalimuotoinen yhtélé kuvassa olevalle ympyralle. (2p)

Ensin sade, pisteet ovat (—3,3) ja (0,7): 7 = J(O - (—3))2 +(7-3)2=4/9+16=5
Yhtalo on
(x—(-3)) ' +(-32=5 =  (x+3)2+(y—3)2=25



¢) Milla parametrin a arvolla piste (5, —3) on ympyran x? + y2 + ax — 2y + 4 = 0 sisapuolella, ympy-
rallé tai ulkopuolella. Riittaa antaa kaikissa tapauksissa jokin parametrin a arvo. Mainitse vield lyhyesti,
kuinka perustelet pisteen sijainnin matemaattisesti, eli analyyttisen geometrian kielen avulla. (3p)

Kyseessa on ympyraparvi, joten
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. a) Paattele puuttuvat luvut. (2p)
x? —14x + 49 = (x — 7)?
, 25 5\
y-sy+g=(r-3)
b) Maérita ympyrdiden 3x2 4+ 3y% — 10y + 7 = 0 ja x% + y2 — 24/3x — 6y + 10 = 0 vélinen etaisyys.
Ratkaise tehtava
i) Hyddyntamélla geogebraa, liitd kuvia vastaukseesi mukaan. (1p)

Piirretddn ympyrat ja maaritetdan etdisyys geogebraa kayttaen.

ol (X~ 1.73)2 + (y-3)2 = 2
3.5
. (173, 3)
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Etdisyydeksi saadaan 2,19 — /0,44 — v/2 ~ 0,11. Tarkemmin 0,10493 Kkatso kuva alla.
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ii) Laskennallisesti, valivaiheita ja perusteluja mukaan. (3p)

Ympyroiden yhtélot keskipistemuodossa ovat:

:3
3 10 7
3x2+3y2—10y+7=0 = x2+y2—?y+§:0
5\ 25 7 4 5\2 N2
el — 2 —_— = ——— = — el — 2 _— = | —
(x O)+<y 3) 9 379 (x 0)+(3’ 3) (3)

ja

x2+y2—2V3x—6y+10=0 =  x2—-2V3x+3+y>—6y+9+10=0

=  (x=-V3) +0-32=02)

Va3

2
Ympyroiden keskipisteiden vélinen etdisyys on d = \/(0 — \/5)2 + (g— 3) = Joten ympyroiden

valinen etaisyys on

V43
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3. a) Etsi yhtalo ympyralle, jonka keskipiste on suoralla y = %x ja joka sivuaa x-akselia ja suoraa 4x +

3y — 24 = 0. Méaarita tehtavan kaikki ratkaisut. [YO K03/7]
OHJE: Koska ympyrén keskipiste on suoralla, niin keskipisteen koordinaatit ovat muotoa (xg,y,) =
(xo,%xo). Nain ollen ympyran yhtéld on
x— )+ -_—_)=r’
On pédettava r = r, eli... (muodosta sateen lauseke annetuista tiedoista kahdella eri tavalla ja ratkaise

muodostuva yhtéalopari). (2p)

Ympyran yhtalé on
2

1
o [y 1) =1

Koska ympyrén séde voidaan ilmoittaa kahdella eri tavalla tehtdvdnannon tiedoista, niin muodostuu yh-

talopari, siis
1
|{T = Ex() — O’
4 D
T =
\ V42 + 32

missa ensimmaéinen yhtalo saadaan tiedosta ympyra sivuaa x-akselia. Muista: x-akselilla y = 0, joten
side r = |y, — 0| = Exo - 0|. Jalkimmainen yht&l0 saadaan tiedosta ympyra sivuaa suoraa 4x + 3y —

1
|4x0+32200— 24|

24 = 0, joten pist. etaisyys suorasta antaa sateen r = NZErEY

josta 57 = |4-x0+3-%x0—24.

Sijoitetaan ensimmaéinen jalkimmaiseen:

1 1
5|EXO_O|:|4XO+3§XO_24|

5 11
EXO = 7X0—24|
5 11 ) 5
= Exo = 7x0 — 24 tai 2x0 = —7x0 + 24
= Xo =8 tai Xo =3
: : 3 . 3
= Yo =4 jar = tai YOZEJaT:E

Siis, ympyréan yhtalo on
2

-8 +G-42=16 -2 +(y-3) =2

= x*+y*—16x—-8y+64=0, x*+y*—6x—-3y+9=0

Katso kuva alla!



b) Tehtava 460 - JUURI 5

i) Etsi jokin ympyrd, joka sivuaa suoraa 2x + 3y — 7 = 0. VIHJE: Tehtdvan ratkaisemisessa kannattaa
hyodyntéé ohjelmistoja, mutta siind saattaa piilea tietty vaara. Huomaatko mika? (3p)

IDEA: Muodostetaan suoralle normaali, jolla ympyran keskipiste sijaitsee. Valitaan normaalilta ympyran

keskipiste niin, ettd keskipisteen etéisyys suorasta on valittu sade.

- 2 7 .
- Suora 2x + 3y — 7 = 0 ratkaistussa muodossa on y = —sx+3 Néin ollen suoralle normaalin kul-
. 3
makerroin on muotoa kk.= pe

- Valitaan jokin piste suoralta 2x + 3y — 7 = 0, esim. (0, g) Taman pisteen kautta kulkeva normaali

7 2( 0 3.7
——==(x- = =—x+=.
y=373Y¥ y=3*73

- Ympyrén, joka sivuaa suoraa 2x + 3y — 7 = 0 pisteessé (0, g) keskipiste on normaalilla y = %x + g
T - - 3 7
Néin ollen keskipiste on (xo,y,) = (Xo'gxo + g)-

- Valitaan ympyralle sade, olkoon se 1. Tallgin pétee



1:|2-x0+3-(%x0+%)—7|

V22132
13
— V 13 = 7)60
Havaitaan, ettd vakio supistuu pois ja ndin ollen ympyran keskipisteen x-koordinaatiksi saadaan
2v13 2 i 2v13 2
Xg = ——— = — ai Xg = — = —
7 13 T {13 0 13 V13
3 N 7 " 3 N 7
=—+z ai Xo=——+3
=373 ° Vi3 3

Siis, kaksi keksipistetté (niin kuin tuleekin olla - katso kuva alla). Valitaan néista toinen, esim.

2 3 7
(ﬁ'w—g +3)
- Er&an ympyran, joka sivuaa suoraa 2x + 3y — 7 = 0, yhtalo on
2\ 3 7\ ,
() (- () -
4.5%

2+ (y-3.17)2=1

/3% + 2y = 4.67

7 -0.5

i) Méarité i)-kohdan ympyralle jokin tangentti perustellen. (1p)

Koska ympyra sivuaa suoraa 2x + 3y — 7 = 0, niin se on suoralle eras tangentti.

/6

/18




