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ANALYYTTINEN

Paraabeli GEOMETRIAMAA4

Maaritelma, Paraabeli:

Paraabeli on tason niiden pisteiden
ura, jotka ovat yhtd etdalla annetusta
suorasta, johtosuorasta ja sen ulkopuo-
lella olevasta pisteestd, polttopisteestd.

polttopiste

\

johtosuora

Esimerkki 1  Paraabelin ura-
ominaisuuden toteuttavia pis-
teita l6ydetaan piirtamalla polt-
topiste keskipisteena saman-
keskisida ympyroita ja johtosuo- ‘
ran suuntaisia suoria. = |
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Esimerkki 2 Paraabelin polttopiste on (0,—1) ja johtosuora y = 1.
Maarita paraabelin yhtalo.

Pisteen (x,y) etdisyys polttopisteestd on \/(x —0)2+(y+1)2? ja
etdisyys johtosuorasta y = 1 on |y — 1|. N&in ollen paraabelin yhta-
|6ksi saadaan

Molemmat puolet pos.

\/(x -0)2+ (y +1)2= |y — 1 - korotetaan 12
x2+y2+2y+1=y2-2y+1,

: 1
jostay = —x?. 21

Tama on kysytty

(x,y)




Paraabelin yhtalo:

Olkoon polttopisteen etdisyys johtosuo-
rasta p (p > 0). Sijoitetaan paraabeli
koordinaatistoon siten, etta johtosuora [
on x-akselin suuntainen ja polttopiste F
on johtosuoran ylapuolella.

P(x.y)
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F:n kautta kulkeva johtosuoran normaali
n leikkaa johtosuoran [ pisteessa A. Tal-

[6in piste H (janan FA keskipiste) on pa-
raabelin piste (maaritelma).

B et STETEERE PP

3

T4t3 pistettd sanotaan paraabelin huipuksi, merkitdan H = (xq, yo).
Koska H on janan FA kp, niin F = (xo,yo +§) ja A= (xo:}’o _g),

Johtosuoran yhtdlé on y =y, — g.

Pisteen P = (x,y) etdisyys johtosuorasta on PB = |y — Yo +§| ja

2\ 2
polttopisteestd PF = |(x — x)? + (y — Yo~ E) .

Nyt paraabelin yhtdlé on PF = PB.Siis  px y)

\/(X—XO)Z‘F()’—)’o_g)Z = |y - +g|-

Kuten edelld, korotetaan toiseen potens-

siin, saadaan:
2 2
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F(xy Yo + g)

H(xy, ¥p)

A(Xo, yo—g) |

X |

(x—x0)2+(y—yo—g) =(J’—3’0+§) : 5]
eli . 3 i b

2 f_Hz

(x — x0)? =(y—yo +§) —(y—yO—g) :

3
B et STETEERE PP

Mutta tassdhian on nelididen erotus: a? — b? = (a + b)(a — b).

Siis

(x—xo)2=(y—yo +B+y—yo—3)(y—yo oo

2 2 2

y+yo+5).

2

Edelleen (x — x¢)? = (2y — 2yo)p = 2p(y — y,) ja lopulta

1
y — v = alx —x)?, mlssaa———2 .

A(Xo, yo—g) |

X |
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Lause, paraabelin yhtil6: A
Sellaisen paraabelin, jonka 5

. y=ax
1. huippu on (xq,vy),
2. akseli on y-akselin suuntainen ja E
3. polttopisteen etaisyys johtosuorasta

onp,
yht3l6 on y — v = alx — x0)?, (% ¥,)
- 1 . e 1

missd a = o kun paraabeli aukeaa ylospdin ja a = ~ o kun paraa-

beli aukeaa alaspain.

Huom. Jos paraabelin huippu on origo ja akseli on y-akseli, niin
paraabelin yht3l6 sievenee muotoon y = ax?.
Esimerkki Paraabeli on yhtenevid paraabelin y = 2x? kanssa ja
sen akseli on y-akselin suuntainen. Maarita paraabelin yhtdld, kun
huippu on (2, —1).
Yht&ld on muotoa y — y, = a(x — x4)?, jossa a = 2 (yhtenevyys). Si-
joitetaan tieto (xg, yo) = (2,—1), saadaan

y—(-1)=2x-2)? & y=2x2-8x+7.

Esimerkki Maaritd paraabelin y = 2x2 — 8x + 16 huippu.
Yhtidlo pitdd muuttaa muotoon y — y, = a(x — xo)?, josta huipun
koordinaatit (x,,v,) saadaan. Menetelm3 on neliéén tdydentdminen.

y=2x2—8x+16=2x2—8x+8+8
=2(x%>—4x+4)+8=2(x—-2)*+8

N&in ollen
y—8=2(x-2)2 = (x0,y0) = (28).
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Lause, Paraabelin y — yo = a(x — x()? ominaisuuksia:

1. Huippu on (xg,yo)-
2. Akseli on y-akselin suuntainen suora x = x,.
3. Paraabeli aukeaa ylospdin, kun a > 0, ja alaspain, kun a < 0.

Esimerkki Madrita paraabelin y = %xz — 2x + 3 huippu ja johto-
suora.
Huipun maarittamiseksi kirjoitetaan yhtald y = %xz — 2x + 3 muo-

toony — 3 = %(x2 — 4x). Taydennetidin nelidksi, saadaan

1 1
y—3+2=5(x2—4x+4) = y—1=5(x—2)2.

. . _1_1 ... p_1
Siis, huippu on (2, 1). Koska a = op =z Ninp = 1ja S =7
Paraabelin akseli on y-akselin suuntainen, joten polttopiste on
(21+3)=(2,11),  (miksi+Jeikd —27)

ja johtosuoran yhtalo on

Paraabelin yhtildé y — y, = a(x — x)? on muotoa y = ax? + bx + c.
Kaantiden jokainen muotoa y = ax?+ bx + ¢ (a # 0) oleva yhtild
voidaan nelioksi taydentamalla kirjoittaa muotoon
Y = Yo = alx — x0)?,
Esimerkki Maaritd paraabelin y = 2x2 — 6x + 5 huippu.
TAPA 1 Nelioksi tdydentaminen
y=2x?>—6x+5
y—5=2(x%-3x) =2(x2-2-3x)
y—5+2=2(x2-3x+3)
1_ 3)2 31
y=—3=2(x-3) = (33
TAPA 2 Nollakohtien avulla.

Yhtalslla 2x% — 6x + 5 = 0 ei ole (reaalisia) ratkaisua, koska diskrimi-
nanttiD = 36 — 40 = —4 < 0. Siksi tdtda menetelmaa ei voi kayttaa.

TAPA 3 Symmetristen pisteiden avulla.
Etsitddn ne paraabelin y = 2x2 — 6x + 5 pisteet, joiden y-koordinaat-
ti on 5. Naissa pisteissa patee 2x2 — 6x + 5 = 5 eli 2x(x — 3) = 0.
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TAPA 3 (jatkuu)
Saadaan x = 0 tai x = 3. Pisteet (0,5) ja (3,5) ovat symmetriset pa-
raabelin akselin suhteen, joten huipun x-koordinaatti on

0+3 3 2 1
X > > y (2) 65+ 5 >
TAPA 4 Differentiaalilaskenta = kurssi 7

Paraabelin sekantti ja tangentti

Kuten ympyran tapauksessa: Sekantilla ja paraabelilla on kaksi yhteista
pistettd, tangentilla ja paraabelilla yksi yhteinen piste. Sekantti leikkaa
ja tangentti sivuaa. Ndmd yhteiset pisteet mddritetdén ratkaisemalla
suoran ja paraabelin muodostama yhtdlépari.

Esimerkki  Missa pisteissa suora 2x — y + 3 = 0 leikkaa paraabelin.

a)y=—%x2+x+3 b) y = 4x% + 2x + 3.

a) Ratkaistaan yhtalopari sijoitusmenettelylld, saadaany = 2x + 3
{Zx—y+3=0 x=0Vx=-2

S Sl )

b) Kuten a)-kohdassa, koska y = 2x + 3, niin on
2x+3=4x24+2x+3 © 4x>=0 = x=0jay=3.
Siis suoralla ja paraabelilla on yksiyhteinen piste. Suora on ndin ollen

tangentti paraabelille. y=4x2+2x+3
2x—y+3=0

0,3)

0,3)




Paraabeli x = ay? + by + ¢
Vaihtamalla paraabelin yhtiléssd y = ax? + bx + ¢ muuttujien x ja y
paikat, saadaan yhtalo

x =ay?+ by +c.
Taman yhtalon kuvaaja on paraabeli, jonka akselina on x-akselin suun-
tainen suora. Paraabeli aukeaa oikealla, kun a > 0, javas., kun a < 0.

Paraabelit YA y=al+bx +c o
y=ax?+bx+c 3

ja
x=ay?+by+c XNk,

ovat yhtenevia. ; . %)

Ne saadaan toisistaan peilaamalla suo-

ran y = x suhteen.
Y X=ay+by+tec =
e ——

X

Esimerkki Maarita paraabelin x = y? — 3y + 2 ja y-akselin leik-
kauspisteet seka paraabelin huippu. Piirra paraabeli.

Leikkauspisteissd patee x = 0, joten y2 — 3y + 2 = 0, josta y = 1 tai

y = 2. Leikkauspisteet ovat (0, 1) ja (0, 2).

Symmetrian nojalla huipun y-koordinaatti on y = % = %ja x-koordi-
L _(3\? 3 1 . 13

naatiksi tulee x = (E) -3 S +2= — Joten huippu on (_Z’E)'

x=y%—3y+2

IS
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