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ANALYYTTINEN
GEOMETRIAMAA4

Ympyran yhtalo

On melko selvaa, ettd origokeskisen ja r-sateisen ympyran yhtalo voi-
daan esittdd muodossa x? + y2 = r2. Vastaavalla tavalla muodoste-

taan ympyran yhtals, jonka keskipiste on Py = (xg,yo) ja sade r.
Lause, Ympyran yhtédlo keskipistemuo- (x.7) 1
dossa: Xy

Ympyran (kehdn), jonka keskipiste on
(x0,¥0) ja sade r, yhtélo keskipiste-
muodossa on

(x —x0)*+ (y —yo)? =712

Ympyrén (x — x0)? + (y — yo)% = r?

sisdpuolisen alueen pisteet toteuttavat
epayhtalon

(x —x0)* + (y —yo)? < r?

ja ulkopuoliset pisteet vast. epayhtilén (x — x¢)? + (y — yo)? > r2.

Esimerkki

a) Origokeskisen yksikkdympyran yhtilé on x2 + y? = 1.

b) M3irita sen ympyran yhtilo, jonka keskipiste on (—2,1) ja joka kul-

kee pisteen (—5,5) kautta.
c) Kuten b)-kohdassa, mutta nyt sivuaa suoraa 2x —y + 15 = 0.

b) Ympyrin siade on pisteiden (—2,1) ja (—5,5) vélinen etiisyys, eli

r=\/(—5—(—2))2+(5—1)2 =V9+16=5.

(x+2)%+ (y—1)% > 25.

Sijoitetaan ympyrdan yhtaloéon
Xo=—2,y9=1jar =5, saa-
daan

(x+2)2+ (y—1)?=25.
Aukaisemalla sulut voidaan yh-
talo kirjoittaa muodossa

-8 \-6 4 % 0 2 4
(x+2)?*+(@y-1D?*<25 /

N o

x2+y%2+4x—2y—20=0.
Ylempi muoto on ympyran keskipis-

temuoto ja alempi on ympyran ylei-
nen muoto.
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c) Ympyran sade on nyt keskipisteen (—2,1) etdisyys suorasta
2x —y + 15 = 0. Siis

2:-(=2)—1-1+15 10
k22 _10_ e

22+ (-1)2 V5
Ympyran yhtaloksi saadaan
(x+2)% + (y — D2 = (2v5)*
eli
(x+2)%+ (y —1)% = 20.

Yleisessa muodossa:

x2+y%+4x—2y—15=0.

Edelld on ympyran yhtalostd edetty toiseen muotoon aukaisemalla su-
lut. Siis ympyran keskipistemuodosta (x — x¢)% + (y — y5)? = r? saa-
daan

x2 = 2xx0+ %02 + V2 —2yYg+ yo2 —1%=0

ja termien jarjestelyn jalkeen

x% +y2 —2x9x — 2yoy + x0% + yo2 — 1% = 0.
Kun vield merkitddn a = —2x, b = —2y, ja ¢ = x¢% + yo2 — 72, niin
on saatu ympyran polynomimuoto, jota myos yleiseksi muodoksi sa-
notaan.

Lause, Ympyrian yhtélo polynomimuodossa/ yleisessd muodossa:
Jokaisen ympyran yhtdlé voidaan kirjoittaa polynomi- eli yleiseen
muotoon

x2+y?+ax+by+c=0,
missa a, b ja c ovat reaalilukuja.
Kaanteisesti, tdman yhtalon kuvaaja, mikali se on olemassa, on aina
ympyra (kehd) tai piste. Keskipistemuodosta saadaan suoralla laskulla
polynomimuoto. Pol.-muodosta kp-muotoon padastdaan nelioon tayden.



Esimerkki 1 Tutki yhtdlén x2 + y? — 6x + 8y + ¢ = 0 kuvaajaa
parametrin c eri arvoilla.
Muutetaan ensin polynomimuodosta keskipistemuotoon.

Alkuperdinen yhtélé: x2+y2—6x+8y+c=0
Siirretaan vakiotermi oik. puol.: x2+y2—6x+8y=—c
Vaihdetaan termien jarjestysta: x?—6x+y2+8y=—c
Taydennetdan nelidksi: x2—6x+9+y2+8y+16=—c+25
Binomin nelio: (x—3)2+(@y+4)?2=25-¢

Tapauksessa ¢ < 25 kuvaaja on ympyra, jonka keskipiste on (3,—4) ja
sader =v25 —c.

Tapauksessa ¢ = 25 yhtiléd on muotoa (x — 3)2 + (y +4)%2 = 0, el
kyseessa on keskipiste (3,—4). Siis, keskipisteen koordinaatit ovat ai-
noat koordinaatit, jotka toteuttavat yhtalon.

Tapauksessa ¢ > 25 yhtalollad (x — 3)? + (y + 4)? = 25 — c ei ole re-
aalisia ratkaisuja, silld yhtalon vasemmalla puolella on nelididen sum-
ma (aina ei-negatiivista) ja oikealla puolella jotain negatiivista, RR.

Esimerkki 2 Maaritd pisteiden A = (6,3), B =(2,5)jaC = (—6,—1)
kautta kulkevan ympyran yhtalo.

TAPA 1: Ympyran yhtildéd on muotoa x? + y2 + ax + by + ¢ = 0,
joten ympyran (eli ympyrdakehan) pisteiden on toteutettava yhtalo.
Muodostuu yhtaloryhma

624+324+6a+3b+c=0 6a+ 3b+c = —45
224524+ 2a4+5b+c=0 = {2a+5b+c=-29 ,
(-6)2+(-1)2—-6a—1b+c=0 6a+ b — c= 37

josta ylin ja alin yhtal6 yhteenlaskettuna antaa
12a+4b=-8 & 3a+b=-2.

Vastaavasti keskimmaisen ja alimman yhtdlén summa tuottaa yhtalon
8a+6b =38 <  4a+3b =4.

3a+b=-2 . .
Aq+3b =4 ratkaisuna on {b — 4 Si-

joitetaan a ja b esimerkiksi yhtdloon 6a + b — ¢ = 37, niin vakio ¢
saaarvon =124+ 4 —c =37 = ¢ = —45.
Kysytty yhtal6 on siis

x2+y?—-2x+4y—45=0.

Muodostuvan yhtaloparin { a=-2
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TAPA 2:  Ympyrdn keskipiste on janteiden AB ja BC keskinormaalien

. , . : 4 2
leikkauspisteessa (3.kurssi). Mgy = —ax =2 Mgy =2x-4

3 3
B =(2,5) /

Janteen AB keskipiste on
(4,4) ja kulmakerroin —%, jo-
ten keskinormaalin nyp yhta-
I6ksi saadaan

y—4=2(x—4)

= y=2x—4
Vastaavalla tavalla janteen
BC keskinormaali ng. on

_ _4
y—2=—3(x+2)

2
5
Keskinormaalit leikkaavat pis-
teessd P = (1,—2). Ympyrén
sateen nelioksi saadaan 50

joten kysytyksi yhtdloksi tulee (x —1)2 + (y +2)? =50 g. \

_ 4

x?+y2—2x+4y—45=0

Esimerkki(haastava) a) Maarita kaikkien niiden ympyroiden yhtalot,
jotka kulkevat pisteiden A = (4,2) ja B = (0,4) kautta.
b) Mika on pienimman tallaisen ympyran ala? ny=2x-1

a) Olkoon c tallainen ympyra.
Koska sen keskipiste on janan
AB keskinormaalilla n (kuva),
maaritetddn ensin suoran n yh-
talo.

n

Py =(a,2a—1)

Janan AB kk. on === = —1, jo-
0-4 2

ten suoran n kk. on 2. Lisdksi
suora n kulkee janan AB kes-
kipisteen (2,3) kautta, joten
suoran n yhtald on A \
y—-3=2x—-2)y=2x-1. % = | 7 4 8
Ympyran c keskipiste on siis
PO = (a,Za— 1)




Taman ympyran sade r saadaan

maadritettya keskipisteen P, etai-

syydesta pisteeseen B (tai A)

r2=(a—-0)2+Q2a—-1-4)>
= 5a? — 20a + 25.

Kysytyt ympyran yhtdlot ovat
nain ollen muotoa
(x—a)*+ (y—2a+ 1)?
= 5a? — 20a + 25,
missa muuttuja eli parametri a

saa kaikki reaaliarvot.

b) Pienimman ympyran halkai-
sija on jana AB, jonka pituus on

2+/5. Sade r on nain ollen V5 ja =

pinta-ala Ympyradparvi

j— 2 _ 2 _ 2 _ 2 _
Aymp, = r* =57 (x—a)?+ (y—2a+1)? =5a% —20a + 25
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