. . . ANALYYTTINEN
Kahden suoran leikkauspiste ja  ceometriamans

valinen kulma (suoraparvia)

Piste (x, Vo) on suoralla, jos sen koordinaatit toteuttavat suoran yhta-
[6n.

Esimerkki Olkoon suora —2x+y+8=0 < y = 2x — 8. Piste
(=5,2) ei ole suoralle koska

2+2-(-5)—8=-18,
mutta piste (5,2) on,silla2=2-(5)—-8=10—-8 = 2.

Vastaavalla idealla, kahden suoran leikkauspisteen koordinaatit toteut-
tavat nyt kummankin suoran yhtalét.

Yleisesti, kaksi suoraa voivat
* leikata toisensa, 10ytyy yksi yhteinen piste eli leikkauspiste,
* olla yhdensuuntaisia ja erillisid, ei yhtaan yhteista pistetta tai
* yhtya yhdeksi suoraksi, jolloin co maara yhteisia pisteita.

Suorien yhteiset pisteet (esim. leikkauspiste) l0ydetdan ratkaisemalla
suorien yhtaloistd muodostuva 1. asteen lineaarinen yhtdlépari (use-
ampi muoto)
{ax+by+c=0 { y=ax+b {y=ax+b
dx+ey+f=0" dx+ey+f =0’ y=dx+e
Eli suora saa olla yleisessa tai ratkaistussa muodossa, ei valia.

Yhtaloparin voi ratkaista algebrallisesti joko sijoituskeinolla tai yhteen-
laskukeinolla. Yhtdloparin voi ratkaista myo6s gradafisesti eli piirtamalla
suorat koordinaatistoon ja maarittamalla leikkauspisteen koordinaatit,
tosin graafinen ratkaisutapa ei ole tarkka.

Esimerkki  Kolmion kdrjet ovat seuraavilla suorilla 3x — 2y +1 = 0,
y =—x+ 2jax + 5= 0. Maarita kolmion karkipisteet.

Kolmion kérjet ovat suorien leikkauspisteissa. Muodostuu kolme yhta-
|6paria, ratkaistaan nama:

{3x—2y+1=0 {y:—x+2 { x+5=0
y=-—x+2 " x+5=0" 3x—2y+1=0"
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Kaytetdan sijoituskeinoa, saadaan
{3x —-2y+1=0

y=—x+2, 1 s = 3x—2(—x+2)+1=0

3 3 7
= 3x+2x—4+1=5x-3=0 = ng ja y=—§+2=§.
Vastaavasti

y=-x+2 {xz—y+2 1 sij. _
= = — 24+5=0
{x+5=0 x+5=0 yra+
= y=7 ja x = -5 (suoraan alemmasta yhtalosta).
ja
x+5=0 x=-5 1 sij _
{3x—2y+1=0 {3x—2y+1=0:>3 (=5)=2y+1=0

= -2y=14 = y=-7 ja x=-5.

Siis, leikkauspisteet ovat (kuva seuraavalla dialla):

37
<§,§>, (=5,7), (=5,-7).

N

x+5=0

10 9 -8 -7 6 5 -4 -3 -2 -1

(-5,-7)
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Suorien valinen kulma yleisesti maaritetaan kulmakertoimien avulla.

Lause, Suorien vilinen kulma: A
Olkoon «a suorien y = kqx + b, ja Y
y = kyx + b, vdlinen kulma.

Kun a < 90°, niin

S
R Fpry
Todistus Sivuutetaan /HT. / \ X

Esimerkki Kahdesta suorasta toinen kulkee pisteiden (22,13) ja
(47,58) kautta ja toinen suora pisteiden (15,65) ja (51,17) kautta.
Laske suorien valinen kulma asteen tarkkuudella.

Suorien kulmakertoimet ovat
58—-13 9 _ 17 — 65 4

=Ty keTSsiosT 30

Joten suorien valiseksi kulmaksi saadaan
S (h ¥

ky —k; 5 U3 |_|.15 |_47

1+ kek 9. (X | _7 21’
kel ez (-3) 5

tana =

josta
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Esimerkki  Osoita, ettd suoraparven y = 3ax — 4a + 2 kaikki suorat
kulkevat saman pisteen kautta. Mika tama piste on?

Tapa 1: Valitaan parvesta kaksi suoraa ja maaritetdan niiden avulla
leikkauspiste. Parametrin a arvoilla 0 ja 1 saadaan suorat y = 2 ja

y = 3x — 2. Leikkauspiste on G,Z). (Koordinaatti y = 2 on jo valmii-

na. Sijoitetaan se jalkimmaiseen yhtdloon > 2 = 3x — 2, elix = g).

Koska leikkauspisteessa (g, 2)
ony = 2 jatoisaalta
3ax —4a+ 2
4
=3a N 4a + 2

=4a—-4a+2=2
rippumatta parametrin a ar-
vosta, niin kaikki suorat

y=3ax—4a+?2

kulkevat pisteen (g, 2) kautta.
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Tapa 2: Kirjoitetaan yhtdldé y = 3ax — 4a + 2 muotoon

4
y—2=3ax—4a y—2=3a(x—§>,

josta havaitaan, ettd kyseinen yhtdlo esittda suoraa, joka kulkee

. 4 . .
pisteen (5, 2) kautta riippumatta parametrin a arvosta.



Esimerkki:

Osoita, ettd suorat —ax + y + a — 4 = 0 kulkevat kaikilla parametrin
a € R arvoilla saman pisteen kautta ja maarita tama piste. Kun
suoran yhtadléssa on mukana jokin vakio eli parametri, tdssa a, niin
puhutaan suoraparvesta.

Tod.: (IDEA: tehdaan valinta - lasketaan piste = tarkistetaan).
Valitaan aluksi suoraparvesta kaksi suoraa. Esimerkiksi parametrin ar-
voilla a = 1 ja a = 0 saadaan suorat (valitse pienia arvoja 0,1, —1):

-1'x+y+1-4=0 ja -0x+y+0-—-4=0

= -x+y—3=0 ja y—4=0

Nadiden suorien leikkauspiste saadaan ratkaisemalla yhtalopari
{—x+y—3= N {y—3=x R {4—3=1=x
y — 4 = y = 4 k y = 4

Leikkauspisteeksi saadaan (1,4).

Vielda pitdaa osoittaa, etta kaikki suoraparven suorat kulkevat pisteen
(1,4) kautta. Toisin sanoen, pisteen koordinaatit x =1 ja y = 4 to-
teuttavat suoran yhtalon -ax +y + a — 4 = 0 kaikilla parametrin a
arvoilla:
-al1+4+a—-4=0
= -a+4+a—-—-4=0 OKtosi

Tod. (tapa2): (IDEA: hydédynnetadn toista suoran esitysmuotoa).
Koska suora voidaan kirjoittaa myds muotoon y — y, = k(x — xy),
niin saadaan
—-axt+y+a—4=0 & y—4=ax—a
= y—4=alx-1)
Eli suora kulkee pisteen (1,4) kautta. Koska piste (1,4) ei riipu para-
metrin a arvosta, kaikki suoraparven suorat kulkevat taman pisteen
kautta.
Muista suoran eri esitysmuodot:
y—yo=k(x—x9) © y=kx+y,—kxy © ax+by+c=0
—
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Maaritelmé/lause:

Pisteen (a,b) m3irdaama suora-
parvi muodostuu suorista, joiden
yhtalé on muotoa

y—b=k(x—a),

y

A y=x{3
\6'

4 y=4

k€ Rtaix =a.
» X

4 6



