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. ceyes ANALYYTTINEN
ltseisarvoyhtalo GEOMETRIA MAAS

Itseisarvoyhtdlot jaetaan kolmeen (neljaan) luokkaan:
1. muotoa |[f(x)| =a, a€R,

2. muotoa |f(x)| = g(x),

3. muotoa |f(x)| = |g(x)] ja

4. muut, esim. |[f(x)| + h(x) = |gx)|+a, a€R

oleviin yhtaloluokkiin.

Mikéli annettu itseisarvoyhtdlo ei ole jotakin ylld olevaa tyyppid, niin palauta se
siirtamalla termeja (kuten 2.kurssissa epayhtdlot muokattiin aluksi normaalimuo-
toon). Esim. yhtdl6 |x — 2| — 3x = 6 muokataan muotoon |x — 2| = 6 + 3x, joka
on 2. tyypin yhtalo.

1. Yhtélétyyppi |f(x)]| = a:

Lause, yhtilé |f(x)| = a, a € R:
Jos a = 0, niin

r@l=a = {

fl)=a eli {f(x)za &S f(x) =ta.

—f(x)=a f(x) =—a

Jos a < 0, niin yhtélolld |f(x)| = a ei ole yht3dan ratkaisua. Tam& on
niin sanottu “alkutsekkaus”. Koska itseisarvo voidaan tulkita etdisyy-
deksi, niin hyldtdan negatiiviset etdisyydet.
Esimerkki
|f(x)| = -5, epatosi, ei mahdollista.
N——

>0 aina

Esimerkki Ratkaise yhtdlé |2x — 1] = 3.
Aluksi 3 = 0, OK. Edellisen lauseen nojalla saadaan
2x—1=3 — {x =2

2x-1=3 o 2x-1=33 = ST 77 = {¥7° .

TAI
Kaytetaan lukusuoraa

TAI
Kaytetaan itseisarvon maaritelmaa
|2x—1|={ 2x — 1, kun2x—1>=0elikunx > 0,5
—-(2x—1), kun2x —1<0elikunx<0,5"’



18.4.2017

jolloin saadaan
x>05: 2x—1=3 = 2x=4 = x=2, 0K 2=>0,5.
x<05: 1-2x=3 = —-2x=4 = x=-1, OK —1<0,5.

2. Yhtilotyyppi [ f(x)] = g(x):

Lause, yhtilé [f(x)| = g(x):

Jos g(x) =0, niin |[f(x)] = g(x) & f(x) = +gx). Jos g(x) <0,
niin yhtalolla | f (x)| = g(x) ei ole ratkaisua, eli yht3lé on epétosi.

HUOM! Tassa, kuten 1. yhtalotyypissa, pitda tehda “alkutsekkaus”.

Esimerkki a) Ratkaise yhtdlo |x — 1| = 2x + 4.
b) Ratkaise yhtilo [x — 1| = x? — 4.

a) Nyt alkutsekkaus antaa ehdon 2x +4 >0 < x > —2. Lausetta
kdyttaen, saadaan
Ix—1]=2x+4 & x—1=+2x+4) = {x_1=2x+4
x—1=-2x—-4
o [ FT ML oho g oksili 1> -2

3x = -3

b) Alkutsekkaus: x2 —4 >0 & x < —2taix > 2. y=x?—4
Lausetta kayttden, saadaan \

1= 2 _ _
|x—1|:x2—4<:>{x 1—x24 2 2
x—1=—-x“+4

1+v21  2303,0K

A\ 4

TI-nspire | X =

2 _ 2 ns ~
N {xz x—3=0 = 2 1,303, HYL.
x“+x—=5=0 _ —1++v21 —-2791,0K
X=""%5 % 1791 HYL.
. 14v3T . . —1-vEd
Siis x = taix = P—

3. Yhtilotyyppi |[f(x)| = [g(x)]:
Lause, yhtilsé|f(x)| = |g(x)|:
lf ()] =g = flx)=1gx)

HUOM! Nyt ei tarvita “alkutsekkausta”. Miksi? Koska yhtalén molem-
mat puolet ovat ei-negatiivisia. Ratkaisumenetelmana voidaan hyo-
dyntda myos toiseen korotusta (kuten nelidjuuriyhtaldissa, 2.-kurssi).
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Esimerkki Ratkaise yht3lo |2x — 3] = |2 — x]|.
Lauseen nojalla

_ _ 2x—-3=2—-x
2x—3=4+(2—x) :{Zx—3=x—2’
josta saadaan
- {3x=5 — {x=5/3_
x=1 x=1

TAI
Koska |2x —3|? = |2 — x|? & (2x —3)? = (2 — x)?, niin
4x2 —12x+9=4—-4x+x> = 3x*2—-8x+5=0
8+vV64—60 82 _, x=5/3,
6 6 x=1
Esimerkki(moniste) T-27a
3x =34+ |2x—3| = 3x—3=|2x—3|ehto:3x —3>0elix > 1.

Saadaan: 2x —3=+(3x-3) = gi:g = gx_—:gi
—x=0 x = 0,HYL.
= {5x=6 {x=6/5,0K

—1 X =

Esimerkki(moniste) T-29b
|x? — x| = |4x? + 5x| | 1?
x* —2x3 + x? = 16x* + 40x3 + 25x2
= 15x*+42x3+ 24x2 =0
= x2(15x% + 42x + 24) =0
Laskin antaa: x = 0taix = —2 taix = —4/5.

Siis, kertauksena:
lfl=a © fx)=%a, a=0!
lf)=gx) & f(x) =+gx), gx)=0!
lfCIl =19l < fx) = £g(x)
TAl = (f(0)” = (9(0)"
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Itseisarvoyhtdlo — haastavampia esimerkkeja
Esimerkki Ratkaise yhtalé |x — 2| = 7 — |3 — 2x| — |x].
Yhtalosta [6ytyy kolme itseisarvoa, mika tarkoittaa sitd, etta tarkasteltavana
on nelja eri valia. Mitka? Valit saadaan, kun kirjoitetaan itseisarvot “auki”. Siis

Vilit ovat: ]—eo, 0[, [0, 2], ]2, 2[, [2, oo Ix—2|={§:i Eﬁgizg

Nyt on siis tarkasteltava kullakin valilla (3 — 2x, Kun x < 3
erikseen, minkalainen yhtdlé6 muodos- |3 — 2x| = 1 —2
2x —

tuu ja ratkaistava se. kun x >3
Huomioi, ettd saadut ratkaisut, eli x:n X, kun x > 0
arvot pitaa toteuttaa vilin ehdot! x| = lx -0l = —x, kunx <0
lx —2| =7 —13 —2x| — |x|

Kunx < 0:

2-x)=7-B-2x)—-(-x) = 2—-x=7-3+2x+x

—4x =2 :x:—i,OK—%<o
Kun0<x£%;
2-x)=7-03B-2x) - (x) = 2—-x=7-3+4+2x—x

lx —2| =7 —13 - 2x| — |x|
Kun0 < x < %: eli ei ratkaisua
2-x)=7-0B-2x) - (x) = 2—-x=7—-3+2x—x /
2x=—2 = x=-1,RR—-1*0
Kun%<x<2:
2Q-x)=7-02x—-3)—(x) = 2—x=7-—2x+ 3 — xeiratkaisua
2x =8 = x=4,RR 4«2
Kun x > 2:
(x—2)=7-02x-3) - (x) = x—2=7-2x+3—x
4x =12 = x=3,0K3 =2

Vastaukseksi tulee: X = —% tai x = 3.

Piirretddn lopuksi kuvaaja yhtaldsta. Piirretdan kdyra y = |x — 2| ja toisaalta
kdyrd y = 7 — |3 — 2x| — |x|. Katsotaan milld muuttujan x arvo(i)lla ndma
kayrat leikkaavat toisensa vai leikkaako ollenkaan? Kylla leikkaa silld ylla on
saatu kaksi ratkaisua.



Havaitaan, ettd leikkauskohtien x-koordinaattiarvot ovat —Ja 3.

Esimerkki T — 35 b (moniste), kun muuttuja on itseisarvojen sisalla ja
"vapaana” (4. luokka, "muut”) TEHDAAN VIHKOON!
Ratkaise yhtilé |x + 3] + 2x + |2 — x| = 10.

Vilit ovat: ]—o0, =3[, [<3,2],12, [ |x + 3| = {_9; t 2 ill:ll?lfc i :?5’»

2—x
lx +3] +2x+[2—x| =10 |2—x|={x_2
Kunx < —3:
(—x=3)+2x+ (2—-x) =10 = —-2x+2x—-1=10

—1 =10 = RR, eiratk.

i kunx < 2
, kunx > 2

Kun—-3 <x < 2:
x+3)+2x+ 2-x) =10 = 2x +5=10

x = 2,5 = RR, eiratk.
Kun x > 2:
x+3)+2x+ (x—-2) =10 = 4x+1=10

x =225 = 0K
Vastaus: x = 2,25
Piirretdan vield lopuksi kdyraty = 10jay = |x + 3| + 2x + (2 — x|
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y=|x+3|

" \

y =12 —x

/ Vastaus: x = 2,25

/

f ,
y=|x+3] +2x+1[2—x| -2

Esimerkki

Piirrd/Hahmota kuvaaja |||x - 1] - 2| — 3|.

Aloitetaan |x — 1]:st4, sitten vdhennetéan 2, elikdyrdy = |x — 1| — 2.
Peilataan neg.osa x-akselin suhteen, eli kdyrd y = ||x —-1| - 2|. Vahenne-
tdan 3, eli kdyra y = ||x -1 - 2| — 3 ja peilataan lopuksi jalleen neg.osa x-

akselin suhteen, eli kdyra y = |||x - 1] - 2| - 3|.




