Matematiikan TESTI 4, Maa7 — Trigonometriset funktiot - RATKAISUT Sievin lukio
Il jakso/2017

VASTAA JOKAISEEN TEHTAVAAN!

MAOL/LIITE/taulukot.com JA LASKIN ON SALLITTU ELLEI TOISIN MAINITTU!
TARKISTA TEHTAVAT KOKEEN JALKEEN JA ANNA PISTEESI RUUTUUN!

Ratkaise tehtavat 1 ja 2 ilman teknisia apuvalineita!
1. a) Muodosta yhdistetyn funktion u o s lauseke u(s(x)). (2p)
i) u(x) =x* ja s(x)=-3x+7

u(s(x) =u(-3x+7) = (—3x+ 7)? = 9x? — 42x — 49
i) u(x) =-3x+7 ja s(x)=x?
u(s(x)) = u(x?) = -3x2+7

b) llmoita lausekkeet u(x) ja s(x). (2p)
i) u(s(x)) = (—x +5)3

ux)=x* ja s(x)=-x+5
ii) u(s(x)) = i/m
(jos loydat kaksi eri tapaa, niin +1 p)
ux) =¥x ja six)=2x2-7
u(x) =¥2x—7 ja s(x)=x?

c) Yhdista yhdistetyn funktion lauseke sen kuvaajaan, esim. (u o s)(x) — A. Perustele lyhyesti (1-2

virkettd), miksi teit kyseisen valinnan. Huom! Palauta mieleen aikaisempien kurssien 1-6 tiedot. (2p)

(uos)(x) = cos2x (f o h)(x) = (cos x)°5*
(ko l)(x) = cos x? (mop)(x) = cos(cos x)
A 15
Y N D, N
05
-2m -3mw/2 - -m/2 0 w2 ™ 3m/2 211/




5
-2m -3mw/2 - -m/2 0 m/2 ™ 3m/2 2w~

-0.5

-1

=15

-2

C N
1.5

E—
[ —
R —

-2m -3m/2 L -m/2 0 m/2 ™ 3m/2 2w

VASTAUS: (ues)(x)—B,(foh)(x)—A, (ko l)(x)—C,(mop)(x) —D

PERUSTELUJA: Eka funktio (u o s)(x) on ns. helpoin ja tutuin joten otetaan se ensiksi pois. Siis
jakso on puolet ”peruskosinista”, amplitudi on 1, eli kuvaaja B. Seuraava funktio (f o h)(x) on
ehki vaikein. Téssé pitid ndhdi muoto eli ”jotain potenssin jotain”. Ja koska eksponentti saa re-
aalisia arvoja (valilta [—1,1]), niin ko. funktio on maaritelty vain kun kantaluku on positiivista
(ykkoskurssin asioita). Siksi kuvaajassa on ns. aukkoja. Sitten funktio (k o I), joka heilahtelee sita
tihedmmin mita isompi muuttuja x on, asia selva. Jéljelle siis jaa funktion (m o p)(x) kuvaaja.

Sen voisi perustella myds esim. nain. Koska cos(x) = 0, kun x = §+ nm niin cos(cos x) = 1, kun
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x=5+n1t




2. a) Maarita/Laske (ei tarvitse tehda maaritelman kautta). Ei tarvitse sieventaa loppuun. (2p)

) D(x3 +5)* =4(x®+5)% 3x% =12x%(x® +5)3

ii) D cos3(—4x) = 3 cos?(—4x) - (—sin(—4x)) - (—4)

sin2x _ cos2x:2:x—sin2x'1 __ 2x-cos 2x—sin2x

iii) D

x x2 x2
iv) £ (%), kun f(x) = tan 2x. (Palauta mieleen muistikolmio tai katso MAOL /taulukot.com)
3

1

cos2 2x cos2 2x

Aluksi, koska f'(x) = , joten

2 2 2

I (E) " cos? (2 : g) T (172" " 1/4 ®

b) Milla muuttujan x arvoilla funktion i) f o g jaii) g o f arvot voidaan laskea, kun f(x) = %,x +*

Ojag(x) =x*—4 (2p)

Nimittaja ei saa olla nolla, siis

(feog)(x) =

= x#F 12
x: -4 -

2

(gof)(x)=(1) —4 = x#0

X

c) Kuvassa on funktion f: f(x) = x + sin 3x kuvaajalle pisteeseen

P asetettu tangentti. Tangentin kulmakerroin on —2. (2p) S
. L o 2 y=fk)
i) Maarita pisteen P koordinaatit. p

14

i) Mika on tangentin yhtal6?

I 1 1 3 s
X
HUOM! Kuvasta ei saa lukea tietoja, eli P:n x-koordinaatti ei ole 1. 1 \2 PIEA
i) Koska derivaatan arvo pisteessa P on —2, niin patee
ff(x)=1+cos3x-3 =-2

Tasté seuraa, ettd cos3x = —1,eli3x =m +n-2m. Siis x = §+ n- 2?" Naista valitaan (kuvaajaa

hyodyntéen, eli nyt pitdd hyodyntad kuvaajaa) se x:n arvo, joka on lahinné arvoa 1, eli g



Pisteen P x-koordinaatin arvo on 73—rja y-koordinaatin arvoksi tulee

f(z) —E+sin1r—E
3/ 3 -3
e m
Nain ollen P = (g'g)-
ii) Tangentti, eli suora, joten sen yhtalo on y — yo = k(x — xo), Missa xo = 3 ja yo = f(xo) = 7 ja

k = —2. Nain ollen

y_gz_z(x_g) = y=-2x+

Huomaa, etté suoran yhtélo vastaa kuvaajassa olevaa tangentin tietoja.

/6

Tehtavasta 3 alkaen tekniset apuvalineet ovat sallittuja!
3. a) Olkoot f: f(x) = %x jag: g(x) =cos Gn) seka tarkastellaan tilannetta valilla [—4, 4]. Méaa-

ritd
i) £(2), i) g(£(2)), iii) f(g(2)), iv) g(f (@), v) g'(f(4)), vi) yhtalon g'(f(4)) = g(f(x)) ratkai-
sut.

Voit hyddyntaa alla olevia kuvaajia. (3p)
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i) f(2) = 1, esim. kuvaajalta luettu perustellen tai laskettu f(2) =

N | =



ii) g(£(2)) = g(1) = 0, esim. kuvaajalta luettu perustellen (ensin hyddynnetty i)-kohtaa) tai las-
kettu g(1) = cos G . n) = cos ('21) =.

2 1 . ..

i) f(g2)=f (cos (E - n)) = f(cosm) = f(—-1) = — 7 tai kuvaajilta luettu perustellen.

- 1 2 . ..

v)g(f@) =g (E' 4) = g(2) = cos (E' n) = —1, tai kuvaajilta luettu perustellen.

v) g'(f(4)) koska g'(x) = — sin G - 11') -g, niin g’ (%4-) = g'(2) = —sin Gn’) g = 0, tai funk-
=0
tion g kuvaajalta luettu: ”laaksonpohjassa” hetkellinen muutosnopeus on nolla = tangentti on x-

akselin suuntainen, eli kulmakerroin on nolla.

vi) g'(f(4)) = g(f(x)), eli muodostuu yhtals (hyddynnetain iv)-kohtaa)

1
— x
_ 2~ | _ X,
0 = cos > (4 —cos(4 n).
Kosini on nolla, kun kulmaosa on = + nm. Saadaan yhtalo
X (A
Z-n=5+n1t = XxX=2+4n, nevz

Naista tarkasteluvalille [—4, 4] kuuluvat arvot x = -2 (n = —1) jax = 2 (n = 0).

Tai muuten perustellen, esim. kuvaajia kayttaen.

b) Osoita, etta funktio f: f(x) = 2x + 2 + sin 2x saa arvon 1000 tasmalleen kerran. Ohje: muo-
dosta funktio g: g(x) = f(x) — 1000 ja tutki kuinka monta 0-kohtaa talla on. (3p)
Funktio g: g(x) = 2x + sin 2x — 998 on jatkuva ja derivoituva kaikilla x € R. (MIKSI?) Nain ol-
len

g'(x) =2+ 2-cos2x,
e[-11]

joten g'(x) = 0 aina. Siis g on aidosti kasvava kaikilla x € R. Muista, ettd derivaatan nolla-arvo
yksittaisissa kohdissa ei tuhoa aitoa monotonisuutta. Siis aito monotonisuus takaa korkeintaan yh-
den 0-kohdan funktiolle g. Koska lisiksi (kokeilua...)

g(0) =-998<0

g(500) =2 +sin1000 > 0
e[-1,1]



niin funktiolla g on Bolzanon nojalla ainakin yksi 0-kohta valilla ]10,500].

Yhteensa tasmalleen yksi 0-kohta ja néin ollen funktio f saa arvon 1000 tasmalleen kerran.

/6

Miten suureksi tulee valita tasakylkisen kolmion kantakulma x
(katso kuva), jotta kolmion pinta-ala on mahdollisimman suuri?
Mika on talloin huippukulman suuruus ja kolmion kannan pi-

tuus? (6p)

Merkitadn kolmion korkeutta h:lla ja kannan puolikasta a:lla,

katso kuva. Saadaan kolmion pinta-alafunktio
A:A(a,h) =a-h, (2 muuttujaa)
Pyritdan ilmaisemaan pinta-ala vain yhden muuttujan avulla ja

sithen tehtdvanannon mukaisesti kaytetaan kulmaa x. Nimittéin

havaitaan, etta

a=cosx-R ja h =sinx-R
Nain ollen
A:A(x) = cosx-R-sinx-R = R?sinxcos x, (1 muuttuja)
joka on jatkuva ja derivoituva kaikilla x € R. Eli Appax/ Amin 10ytyvat néin ollen niista derivaatan

0-kohdista, jotka kuuluvat valille (mille valille???) tai valin paatekohdista. Tilanne huomioiden
jarkeva tarkasteluvali muuttujalla x on [O, g] vaikka funktio 4 on hyvin méaar., jav&dva x € R.

Saadaan (tulofunktion derivointisadntoa kayttaen tai laskinta kayttaen)
A'(x) = R*(cos? x — sin? x) = R% cos 2x

jaA'(x) =0, kun cos 2x = 0, eli kun 2x = §+ nm. Siis x = %+ ng. Naista mahdollisista x:n ar-

voista valille[o, g] kuuluu vain x = g.

Merkkikaaviota tai testiarvoja laskien saa-  Testiarvot: A’ (g) — R? cosg >0 ja

daan, ettd kohdassa x = = on pinta-alafunktion
4 A’(§)=R2c05?<0

A maksimikohta.



Nain ollen

A(0) = R?sin0cos0 =0
"

2 = R2sin™ cos” — R2 11 R
(—) = SlﬂzCOSZ = \/_E\/_E = 7

A(g) = R? singgspg =0
=0

Tulkinta: Kun x = 0, niin kolmion korkeus h on nolla. Pinta-ala on tietenkin nolla. Kun x = z

niin pikkukolmion kanta a on nolla. Pinta-ala on jalleen tietenkin nolla.
Lopuksi: Huippukulman arvoksi tulee a = 7w —2x = 7w —2 -7 =~ eli 90° ja kannan pituudeksi

2a=2cos%-R=\/ER.

/6
124




