Matematiikan TESTI 3, Maa7 — Trigonometriset funktiot - RATKAISUT

Il jakso/2017

VASTAA JOKAISEEN TEHTAVAAN!

MAOL/LIITE/taulukot.com JA LASKIN ON SALLITTU ELLEI TOISIN MAINITTU!
TARKISTA TEHTAVAT KOKEEN JALKEEN JA ANNA PISTEESI RUUTUUN!

Sievin lukio

Ratkaise tehtava 1 ilman teknisia apuvalineita!

1. a) Yhdisté oikea funktio oikeaan kuvaajaan.

1
ff(x) =Ztanx, g:9(x) = tan"lx = arctan x

k:k(x) = tanx,
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m: m(x) = sinx tan x

(2p)
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VASTAUS: f—-B g-D k—A m—C

Perusteluja: Funktiot k ja f eroavat vain etukertoimella. Kerroin funktiolla f on alle 1, mutta kui-
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tenkin positiivista, joten kuvaajien muoto on melko sama, ”puristuvuus” on funktiolla f isompi.

Eli samalla muuttujan x arvolla funktion f arvo on pienempi kuin funktion k. Edelleen funktio g

on tulofunktio ja koska sini saa valilla negatiivisia arvoja ja valilla positiivisia, niin kuvaajan €

muoto on selvd. Lopuksi tangentin kaanteisfunktio eli funktio g, siis arctan

kuvaajasta D.

tai tan™
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b) Maarité/Laske (ei tarvitse tehda maaritelman kautta). (2p)
i tanx) _ 1, R o 2
I)D( : )—5 D tan x s oz, c (1 + tan“x)
ii) D(vV3x-tanx) = V3 - tanx + V3x - (1 + tan? x) = V3(x - tan? x + tan x + x)
. 1
(tai =vV3-tanx+V3x-——= .. )
cos? x
1 . 1 i 1 1
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5sinx (5-sin x)?2 25-sin? x 5-sin? x 5-cos x sin x

cosx(oo) gl
= 05X - — 05X (sieventamisti voisi jatkaa ...)
5-cos xsinx 5-sinx
1 . . 1 1
TAI D (tanx) _ E-S-smx—tan x-5-cos x _ 5-smx(coszx 1) _ cos?x
5sinx (5-sin x)2 (5-sin x)2 5-sinx
t st » 1 t 1 0-5 1-5-si i t
- 5. + 5.
TAI koska aflx — sz _  niin D( aflx) _ ( ) _ cos x sinx __sinx _ tanx
5sinx 5sinx 5-cosx 5sinx 5-cos x (5-cos x)2 5-cos2 x 5-cos x
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c) Maarita perustellen tan a, kun cos a = —%ja acE [11', 7]. Mikas se tangentin vanha maaritelma

nyt olikaan...?

(2p)

Koska tan x = >== niin ratkaistaan ensin mita on sin x. Peruskaavasta sin? x + cos? x = 1 saa-
Cos x

daan
8 2V2
— =4+ —
9 3
ja koska a € [n, 37"] niin valitaan negatiivinen arvo. Siis sinx = — Zs—ﬁja lopuksi tangentti
_ 22
sinx — 3
tanx = = 3 - 2V/2=+/8
cosx 1
3
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Tehtéavasta 2 alkaen tekniset apuvalineet ovat sallittuja!

2. a) Ratkaise yhtalot (3p)
i) tan3x = —/3 ii) tan?x + 4tanx = —1
i)
tan 3x = —V/3, 3x¢z+n-1r eli x¢E+n-E
2 6 3
T
3x=—§+n T
T T
x=—§+n-§

OK, maarittelyehto.

i) Maarittelyehto on x # ;—t + n - . Merkitaan tan x = y, muodostuu yhtalo y? + 4y + 1 = 0.

laskin
~

Y2+4y+1=0 =S y=-2++3

Siis
tanx = -2 —+3 tai tanx = -2 ++3
__om + tai -,
x=-pptnm ai X=-—tnm
OK, maarittelyehto.
b) Tiedetaan, ettd tan x = —7. Mitd on tan(—17m + x)? (1p)

Koska tangentin perusjakso on m, niin

tan(—17m + x) = —7.

c) Maarita raja-arvo (2p)
tan x

im :
x-0 sin 2x
Miksi ei voida tehda suoraa sijoitusta?

Hahmota lopuksi kuvaaja alla olevaan ruudukkoon valilla [—2m, 27].
Suoraa sijoitusta ei voi tehdg, silla talloin tulee tilanne g jota ei ole méaaritelty.
Saadaan

sinx
tanx ) COS X 1 1

1m — = - = lim —
x—»0sin2x x-0 2sinxcosx x-02cos’x 2

Kuvaaja alla vélilla [—-2m, 2]
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3. Ratkaise yhtalo (6p)
(A
tan4x = tan (Z — Zx)

ja esita maarittelyehdot seka ratkaisukulmat x yksikkdéympyraa kayttéaen.

Tangentin kohdalla tarkistetaan ensin maarittelyehto, n € Z:

T T T
4x¢5+n-1t JA Z—2x¢5+n-n
T T T
x¢§+n-z JA —2x¢1+n-n
T T T (4
x¢§+n-z ]A x¢—§+n-i
Ratkaisu:
T
4x=Z—2x+n T
T
6x=Z+n T
T T
*=22™"%
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joista havaitaan, etta jalkimmaiset sisaltyvat ensimmaisten joukkoon.

Sallituista kulmista



m 5w 9w 13w 17w 21w 25w 29w 33w 37w 41w 457 491r2 b4

24°24°24° 24 24 °°24°°24°°24°°24°24° 24 24 24 24

osa kuuluu kiellettyihin, ne ovat

o _ 3w 21w _ 7 337 11w 457 157

24 8’ 24 8’ 24 8 ’ 24 8
Nain ollen ratkaisukulmat ovat

w 5w 13w 17w 25w 29w 37w 41m
24°24° 24724 24 24 24 ° 24

taydet kierrokset huomioiden. Kuva alla.
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4. Funktion f: f(x) = 2tan x — 3 cos x kuvaajan ja y-akselin leikkauspisteeseen asetetaan tangentti
ja normaali. Maarita normaalin ja x-akselin leikkauspiste sekd tangentin ja normaalin valinen
kulma.

Tangentin ja normaalin yhtalét ovat suoran yhtal6ita, eli muotoa y — y, = k(x — x,), missa
xo = 0, koska leikkauspiste on y-akselilla. Tasté saadaan

Yo = f(xo) = f(0) =2tan0 — 3 cos0 = —3.

Lisaksi
’ — 3 si :
f'(x) coszx+ sin x
joten kyapgents = f'(0) eli
f'(0) = 0520 +3sin0=2.
Nain ollen
1
knormaali = _E

Normaalin yhtal6 on siis

(=3) = —~(x—0) O
y=(=3)=—5x- = y=-5x-

Normaali leikkaa x-akselin kohdassa (—6, 0).

Tangentin ja normaalin valinen kulma on aina 90°. Voihan sen laskeakin...

2 (

1+2

ktangentti - knormaali . .
el maar.

tana =

1+ ktangentti * Knormaali

—%) _ |2,5
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