Matematiikan TESTI 2, Maa7 — Trigonometriset funktiot - RATKAISUT Sievin lukio
Il jakso/2017

VASTAA JOKAISEEN TEHTAVAAN!

MAOL/LIITE/taulukot.com JA LASKIN ON SALLITTU ELLEI TOISIN MAINITTU!
TARKISTA TEHTAVAT KOKEEN JALKEEN JA ANNA PISTEESI RUUTUUN!

Ratkaise tehtavat 1 ja 2 ilman teknisia apuvalineita!
1. a) Maarita kertoimet/parametrit A, b ja d funktioista f ja g. Funktiot ovat muotoa A4 - trig(bx) +

d, missa trig tarkoittaa trigonometrista funktiota sin (funktio f) tai cos (funktio g). (2p)

N

4

f

3
my 2 2 0 ™ 3wy 2 T 5w)2 m vn o
-2

r

— A

Funktiolle f saadaan: A =2,b =2jad = 0.
Funktiolle g saadaan: A = 3,b = %ja d=-2.

b) Maarité/Laske (ei tarvitse tehdd maaritelman kautta). (2p)

i)D(_C:”) = —%-(— sinx) = gsinx

i) D(3x-cosx) =3-cosx + 3x-(—sinx) = 3(cosx — xsin x)

iii) D ( cosx) __ —sinx-5-sinx—cosx-5cosx _ —5-sin® x—5-cos?x _ —5+(sin® x+cos?x) 1
(5sin x)2 25-sin? x 25-'sin? x 5sin? x

5sinx

iv) D(sin2x) = D(2sinxcosx) = 2-cosx cosx + 2sinx (—sinx) = 2(cos? x — sin? x)

= 2cos2x



c) Mita arvoja funktio f: f(x) = 11—3 * COS (%x + \/7) saa? Mika on funktion perusjakso? Perustele.(2p)

Funktio f saa trigonometrisena funktiona arvoja [— % %] silla peruskosini cos x saa arvoja aina [—1,1]

ja funktion f edessé oleva kerroin muokkaa amplitudia eli mahdollisia arvoja.

Funktion perusjaksona on 22% = 3m, sill& peruskosinin eli cos x:n jakso on 2w ja muuttujan x edessa ole-
va kerroin ’b” vaikuttaa taajuuteen eli jaksoon siten, ettd peruskosinin cos x jakso jaetaan ko. kertoimel-
la.

Huom! Luku v/2 ei vaikuta arvojoukkoon eiké funktion perusjaksoon. Se siirtaa kuvaajaa vaakasuunnas-

sa (positiivinen vasempaan ja negatiivinen luku oikeaan).
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a) Hahmottele alla olevaan koordinaatistoon funktioiden f ja g kuvaajat valille [—3m, 4], kun (2p)
i)f: f(x) =0,5"-cos (3x +§) ii)g:glx) =1,5-sin(x —m) — 1
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glz) = 1.5 sin(z—m) —1

Amplitudista, perusjaksosta ja vaaka/pystysiirrosta 0,5 p

b) Maérita raja-arvo (2p)
cos2x +1

im
T COSX

Miksi ei voida tehd& suoraa sijoitusta?



cos2x+1  (cos?x—sin?x)+1 _ (cos?x—1+4cos?x)+1

im——— = lim = lim
x—% COS X x_% COS X x_% COS X
~ 2cos?’x
= lim =lim2cosx=2-0=0
x_,% COS X x_%

¢) Ylemmissa kuvissa on kahden funktion f ja g kuvaajat. Alemmissa kuvissa on neljan funktion

A, B, C ja D kuvaajat, joista yksi on f:n derivaatan kuvaaja ja yksi on g:n derivaatan kuvaaja.

Yhdista funktio derivaattaansa, esim. f - B. (2p)
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VASTAUS:  f-C ja __g-4




Perusteluja: Funktio f on aidosti kasvava kaikilla muuttujan x arvoilla, joten C. Funktio g:n huippu-
jen ja laaksojen reunaviiva on paraabelin kaltainen ja sama ilmid 16ytyy A:sta, mutta D:ssé reunavii-

va on suoran kaltainen. Kuvaajat 4 ja C eivat voi tulla kyseeseen.
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Tehtavasta 3 alkaen tekniset apuvalineet ovat sallittuja!

3. a) Maarita kiayran y = x? sin x kohtaan x = g piirretyn tangentin ja normaalin yhtalot. (3p)
Tangentin ja normaalin eli suoran yhtalé on muotoa

y —y(xo) = y'(x0)(x — x¢)

Y=Y =k(x—xy) eli —1

y — y(xo) =m(x—xo)'

Nain ollen, kun x, = =, niin saadaan

2

ONORIORORES:

ja derivointi antaa: y’(x) = 2x sin x + x2 cos x. Joten tangentin kulmakerroin on

)25 () () )t () 0

sek& normaalin kulmakerroin —1/m. Yhtélot ovat siten:

n? s B T _
Yo =T (x - E) = y=mx-— (tangentti)
2 1 ( n) x 2+m? y
_—= —— —_— - - ——
Y- — X3 y 2 (normaali)

b) Hahmota kéyréan y = sinx — |sin x| jasuorany = —1 — \/ii kuvaajat. Ratkaise laskinta kaytta-

en ne kayrien leikkauspisteet, jotka kuuluvat valille [—32—",2111. Anna vastaukset 2 desimaalin

tarkkuudella. (3p)

Kuvaajat piirrettynd samaan koordinaatistoon ja leikkauspisteet:
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1
sin (x) — [sin (z)]

flx)

-3m/ 2 — -ml2

1
-1.0228,

=2
(-2.1188, -1.7071)

-3

Muodostuu yhtéldé y = y eli sinx — |sinx| =

mwi/2 3w/ 2

11 5/ 2

X
-1.7071) (5.2604, -1.7071)

(4.1644,-1.7071)

—1-——= josta laskin antaa katso alla.
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solve sin(x)—‘sin(x)

x=2-nl-7m cos™

sin[xH sin[x) ‘ =1——

J_,x

solve

6.2831853071796- -1+4.1643605727644

x=6.28319- n2—-1.02277 or x=6.28319-

A
or x=2-nl-mtcos? i’i
1 E
2
n2+4.16436
-2.11882
x=6.2831853071796- 1-1.0227679191746

~

6.2831853071796- -1+4.1643605727644
x=6.2831853071796- 1-1.0227679191746

x=6.2831853071796- 0—1.0227679191746

x=6.2831853071796- 0+4.1643605727644

x=6.28319- n2—-1.02277 or x=6.28319- n2+4.16436

I8 |

-2.11882

x=5.26042

x="1.02277

x=4.1643¢
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4. Maarita funktion f: f(x) = sinx + %cos 2x suurin ja pienin arvo perustellen.

Funktio £ on sinin ja kosinin summafunktiona jva ja dva kaikilla x € R. N&in ollen suurin ja pienin arvo
I6ytyvat derivaatan 0-kohdista, koska jaksollisuusominaisuus huomioiden funktio f ei saa mielivaltaisen
suuria eikd mielivaltaisen pienid arvoja kun muuttuja x l&hestyy +oo.

Derivointi antaa, kun huomataan, etta cos 2x = cos? x — sin? x:

1 1
f(x) =sinx +§(coszx —sin?x) = cosx +§(cosx cos x — sin x sin x)

1
f'(x) =cosx + 5((— sinx) cosx + cosx (—sinx) — (cosx sinx + sinxcosx))

= —-2cosxsinx =—sin2x =2sin x cos x=sin 2x

1
= cosx+§(— sin 2x — sin2x) = cosx — sin 2x = cosx — 2 cosx sinx

Ja, milla x derivaatan arvo f’(x) = 0? Saadaan yhtéld cosx — 2 cosxsinx = cosx (1 —2sinx) = 0,

jolle ratkaisut ovat:

cosx =0 )
sinx ==
T
x=§+n-7r T
xX=—+n-2n
6
5

T
X=—+4+n-2m

Nailla x:n arvoilla funktion arvot ovat:

F(G)=sin(3)+5(cos(2-5)) =145 (-1 =7

f(_g):sin(_g)+§<cos(z.(_g)>>:_1+;<_1>:_;
1 1 11 3

f(g)=sin(g)+z(cos(2-%))=E+E-E=Z

(5n>_ ) <5n>+1( (2 5n>>_1+1 1 3
\e)=sin{g)ta\os(25))=3%3'37%

. . .. 3. . . 3 .
Funktion f suurin arvo on siis - ja pienin arvo — >. Kuvaaja alla.
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flx) = sin(;r)—}—% cos (2 1) /6
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