Esimerkki: MAAS5/ympyran keskipisteen & paraabelin huipun maarittaminen
1) Maarita ympyrdn x2 + y2 — 6x + 8y + 15 = 0 keskipiste.

Muutetaan ympyran yhtél6 yleisesti- eli polynomimuodosta x? + y? + ax + by + ¢ = 0 keskipiste-
muotoon (x — x¢)% + (y — y)? = r2.

Alkuperiinen yhtilo: x?+y2—6x+8y+15=0
Siirretddn vakiotermi oik. puol.: x> +y%—6x+8y=-15
Vaihdetaan termien jarjestysta: (x?2—6x+?)+ (y*+8y+?) = —15

= (x+7)? = (y+7)?
Taydennet&an nelidksi: x2—6x+9+y2+8y+16=—-15+9+ 16
Binomin nelio: (x—3)2+@+4)?=10

Keskipiste on siis (3, —4) ja sade r = V10.
Miten x2 — 6x:sta saadaan muoto a? — 2ab ja tekija b ratkaistua?

=a?-2ab+b?
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(x2—6x+?)=x2—-2"
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+3%2=x%2—6x+09, = b =23.

2) Ma3arita paraabelin x? — 6x + 8y — 3 = 0 huippupiste, aukeamissuunta ja symmetria-akseli.

Aluksi havaitaan, ettd muuttujalla x on toisen asteen termi ja muuttujalla y vain ensimmdisen asteen
termi, eli kyseessd on joko ylds tai alaspdin aukeava paraabeli.

Muutetaan paraabelin yhtdlé muodosta y = ax? + bx + ¢ huippupistemuotoon y — y, = a(x — x,)?.

Alkuperdinen yhtilo: x?—6x+8y—3=0
Siirretaan x:aa sisaltavat termit oik. puol.: 8y —3=—x%+6x
. . 3 1 5,6
Jaetaan y-termin kertoimella: Yy—5= "% + 3%
Otetaan x2-termin kerroin yhteiseksi tekijiksi: y — % = —%(x2 — 6x)
Taydennetdan nelioksi: y — % = —%( x?% —6x+7?)
R ——
= (x+7)?
Binomin nelié: y—§—§=—%(x2—2-3-x+9)
= (x—3)?
. 3 1 2
Loppusievennys: y—5=—3 (x—3)

Huippupiste on siis (3, S)' aukeamissuunta ALAS ja symmetria-akselion x = 3.



Harjoittelutehtavia

a)

b)

d)

f)

Maarita ympyrdn x2 + y2 — 4x + 5y = —9 keskipiste ja side.

kp:(2, —g) jasadeonr = \/17%.

Maarita ympyran x2 + y? — 16x + \/§y — 7 = 0 keskipiste ja sade. VIHIJE: V8 = 2+/2.
kp:(?, —\/f) jasadeonr = +V73.

Maaritd ympyrdn x2 + y2 + y — 1 = 0 keskipiste ja sade.

kp:(?, —g) jasadeonr = \/;

Maarita paraabelin —2y? — 6x — 4y — 3 = 0 huippupiste, aukeamissuunta ja symm.-akseli.
huipp.: (—%, —1), VASEN, symm.akseli y = —1 (muista lisata vakio yhtalén molem. puolille)

Maarita paraabelin x? + 3x + 8y — 5 = 0 huippupiste, aukeamissuunta ja symm.-akseli.

o - (=3 22 fa— 3
huipp.: ( 2,32), ALAS, symm.akseli x >

Ma3arita paraabelin —x2 — 7y — 2 = 0 huippupiste, aukeamissuunta ja symm.-akseli.

huipp.: (?, —%), ?, symm.akseli x =7 .



RATKAISUT: Hyodynnetaan neliodn taydentamista:

a)
x?+y*—4x+5y=-9 & x*-4x+y*+5y=-9
o xX—Ax+4+y +5y+ 0 =-9+4+7
(x—-2) (y_%)z
) 5\2 s
2 5 2 \/gz
Siis, keskipiste on (2, —E) ja sade \/; = fl i.
b)
x24+y2—16x+V8y—-7=0 & x2—-16x+y2+2V2y=7
& x2—16x+64+y*+2V2y+2=7+64+2
(x—8)2 (y+v2)?
2
& (x-8)?%+(y++2) =73
2 2
e  (x—-8)?2+(y+v2) =(V73)
Siis, keskipiste on (8, —\/7) jasade V73.
c)

X>+y24+4y-1=0 o (x—-0>%+y*+2->-y=1
=

S (x—0)2+y2+y+%=1+%
(v+3)°

& (x—0)2+(y+%)2

Siis, keskipiste on (0, —%) ja sade \/?g = /1 i.
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d)

f)

—2y*—6x—4y—-3=0 & —6x—3=2y%+4y
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= x+5
s x+%=—§(y2+2y)

S x4 - =—2+2y+1)

N| R

s x+%=—§(y+1)2

Siis, huippupiste on (—%, —1), aukeamissuunta VASEN ja symmetria-akseliy = —1.
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x2+3x+8y—-5=0

_ 5 _ 9 _ 2 9
= Y=57 3, = (x + 3x + Z)
PR 29 _ _1( + 3)2
Y73~ s\* T2
. : . 3 29 . . . . 3
Siis, huippupiste on (_E’E)’ aukeamissuunta ALAS ja symmetria-akseli x = -
—x2—=7y—2=0 & —T7y—2=—x?

= y+§=;(x—0)2

Siis, huippupiste on (O, - %), aukeamissuunta YLOS ja symmetria-akseli x = 0.



