Todistus: Osoitetaan, etta

an g = ky —ky
e N
Piirretdan tilanteesta kuva, alla. (Nyt tilanne, jossa k; > 0 ja k, < 0). Tahan tilanteeseen voidaan
aina paasta kiertamalla! L: v=kx+b
B = (xg,y5)
\ C = (xC' yC)
: D = (thyD)
[
A= (xA,yA) A = (xA't yA)

lz! y=k2x+b2

Merkitadn suorien valista leikkauspistetta P:lla, kuva. Valitaan pisteet A ja B suorilta [; ja [, si-
ten, ettd kulma <PAB on suora ja pituus |PA| = 1. Nain voidaan aina tehda, olivat suorat sijoit-
tuneet miten tahansa toisiinsa nahden.

Pisteet C ja D valitaan vaakatason suoralta, joka kulkee pisteen P kautta, siten, ettda kulmat
«PCA ja XPDB ovat suoria, kuva.

Todistuksessa hyddynnetdan tietoa, k;k, = —1, Pythagoraan lausetta ja maaritelmaa

vastainen kateetti
tana = —— =
viereinen kateetti

. : o v AB | . ... N

ITSE TODISTUS: Koska PA = 1, niin tangentin maaritelmaa, tana = A kayttaen riittaa

: . k,—k . . . g
osoittaa, ettda AB = ﬁ . Tarvitaan muutamia tuloksia (ideana, ilmoitetaan etdisyyksia kul-
1712

makertoimien avulla). Pythagoras antaa

2

1% = |x¢ — xp|* + |y — yal
~

=ky|xc—xpl|

= |x¢c — xp|* + k22|xc — xp|? = (1 + k22)|xc — xp|?

1 1
= |xc—xplP=——— eli (xg—xp)=—
1+k, 1+k,



Pythagoras antaa edelleen koska A’B voidaan ilmoit- D — (Xp:,Vp)
taa muodossa A’D + DB. KUVA > C=(xcYc)

2 1+ Yo)
AB? = AA’ + A'B?

= |xp — xc|® + |vg — Varl?

‘ 3
A = v. a7\ A :(XA

2
= (xp —x4)% + ((YB —yp) + (yp — }’A'))
Etsitaan, mitd ovat (x, — x4)? ja ((vg — ¥p) + (vp — yA'))2 kulmakertoimien avulla.

(x4 — x,)%:

Koska suora I3, joka kulkee pisteiden A ja B kautta on kohtisuorassa suoraa [, vastaan, niin

kohtisuoruus |
|A'B| = ks (xs — x4) = T (a4 — x4)
2 D = \Ag,VE)
ja toisaalta |A'B| = + (ky — k) (x4 — xp).
Nama yhdistaen, saadaan
1
A (X4 — xa) = k1 (g — x4) + (kq — k) (x4 — xp)
2
(x4 — xp)
= —1=kik,+ky,(k; —k;)
112 2 1 2 (xA’ _xA)
2 1
2 ky? —kiky) - ———
(kzz - k1k2) (x4 — xp)* _ (2 ika) 1+ky”

P 2 =
= (- (1 + kyks)? (1 + kyks)?

— _|_ —
Koska k, ja k, ovat tiedossa, niin
(Yg —¥p) = ki(xp —xp) = ky(xp —x¢) + ki (xc —xp) = k1 (xq — x4) + k1(x4 — xp)

Yp = Ya) = Ve — Ya) = —ky (x4 — xp), koska k, < 0

Nain ollen

2
AB? = (x4 — x4)* + ((YB —yp) + (yp — )’A'))
2 1
k2 —kik,)  ———
( 2 1 2) 1+ k)2

= EAE + [ka (x4 — x4) + (ky — k) (x4 — xp)]?




_ 1
1+ k,?

(kzz - k1k2)2 '
= + [k12(xA' —x2)2 + 2 kg (ear — x4) (kg — k) Ccq — xp) + (ky — k) (x4 — 2p)?]

(1 + kiky)?
. . 1+k.k
Termit (x, — xp)? = e (x4 —xp) = — llc 12( (x4, — x,4) ovat jo tiedossa, joten
2 1
(kzz - k1k2) T, 2
1+ kz 1+ kik;
= + k2 Gy — x)% + 2(ky? —kk— c—x))% + (kg — ky)?
. . 2 (k _klkz) 1+k . .
Lopuksi termi (x, — x,4)° = TRy 2’ on myos tiedossa, joten
1n2
(ky® = k) N +k —— (kP —kky)” k s 2(ky? = kyky) (ko = keqkey) 11:—’;(1"22 (ky — kp)? - Tz @ + kyky)?
— 2 2
A+ kiky)? a+ k1k2)2 A+ kaky)? * A+ kiky)?

Havaitaan, ettd kaikilla termeilld on sama nimittdja = yhdistetdan ja sievennetdan (vari-
koodit)

[(ea? = keaka)” + ey (ko = k)" + 2(ks® = huka) (ke ® = Ko ) (U kakg) + (e = k)2 (14 kyeo)?] -2 " k
2
Bl (1 + kqky)?
[+ )0 = kaka)” = 2kslea Uy = ) (4 k) + G = k) (1 + ko) (4 + Kok T2
2
Bl (1 + kyky)?
[(1 4 a?) (™ = hky)” + (=2heaks + (1 + kyky)) (g — p)?(1 + klkz)] —
2
- (1 + kyky)?
[(1+ 12"k, = k)? + (1= ke )y = k)2 (1 + Kako)] T2
2
B (1 + kyky)?
[(ky® + ka2 ky®) ey = ko)? + (1= ks *hep? ) (kg — k3)?] - n k 7
- (1 + kiky)?
) [(ko? + kiPky® + 1 — ki Pk ®) (ky — k2)?] T k 5
- (1 + kyky)?
0700k Gy kP ek kP
(1 + kqky)? T (At kiky)? 1+ k|2 1+ kika|2 11+ kyky
Ja ndin voidaan todeta todistus valmiiksi, silla
2 etdisyydet positiivisia
a2 = |2~k = 4B = |2t
1+ kyky 1+ kyky
kz - k1 |
= tanazAB: 1+ eyl _ ko —
PA 1 1+ kyk,



