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Ym pyra seka GEOMETRIA MAA3
keha-, keskus- ja tangenttikulmat

Ympyra: Ympyrd on niiden tason pisteiden joukko, jotka ovat sa-
teen r etadisyydella keskipisteesta P. Sanotaan, ettd ympyra on tallais-
ten pisteiden ura. N

Maaritelman nojalla ympyralla tarkoitetaan ympyrd-
viivaa eli kehdd. Keskipiste P ei ndin ollen kuulu ym-
pyraan. Ympyra rajaa tasosta ympyrdalueen, jota
kutsutaan kiekoksi.

Nimityksid: Jdnne on jana, joka yhdistaa kaksi ym-
pyran pistettd. Halkaisija on keskipisteen kautta kul-
keva ympyran janne.

Nimityksid: Ympyran (=kehédn) kahden
pisteen rajaamaa osaa sanotaan kaarek-
si, huomaa merkinta 29. Parempi mer-
kintdtapa on kayttdd kolmea kirjainta

A?B, jottei tule vadrinymmarrystd. Huom,
koko ympyra on myos kaari, 24.

Kulmaa, jonka karki on keskipisteessa P,
kutsutaan keskuskulmaksi. Yhdistamalla
kaaren DE paatepisteet sateilla keskipis- D

teeseen saadaan kaarta [;75 vastaava kes-  Kaarta [;;: vastaa keskus-
kuskulma. Yhtahyvin voidaan puhua kes-  kulma « ja kaarta
kuskulmaa vastaavasta kaaresta. keskuskulma f3.

a)
DCE

Koska kaarta vastaavan keskuskulman suuruus maaraa taysin kaaren
pituuden ja ympyrdn kehan pituuden suhteen, niin sovitaan, etta kaa-
ren asteluku on sama kuin sitd vastaavan keskuskulman asteluku.



Nimityksida: Keskuskulman rajaama
ympyraalueen osa on ympyrdén sektori ja
kaaren ja janteen rajaama ympyraalu- segmentti
een osa on ympyrén segmentti.

Huomaa, ettd molemmissa tapauksissa

muodostuu kaksi sektoria/segmenttia! .
sektori

Seka sektorin ettd segmentin keskus-
kulma voi olla valilla ]0°,360°[. Ympy-
raaluetta voidaan pitda seka 360 asteen
sektorina ettd myos 360 asteen seg-
menttind. Entd puoliympyrda? Onko se
segmentti vai sektori?

Ympyran tangentti, eli sivuaja, on suora, jolla
on vain yksi yhteinen piste ympyran kanssa.
Sivuamispisteeseen piirretty sade on kohtisuo-
rassa tangentti kohti. Ympyran sekantti, eli
leikkaaja, leikkaa ympyran kahdessa pisteessa.

Kaksi ympyraa, joilla on yksi yhteinen piste, sivuavat toisiaan. Sivu-
aminen voi tapahtua joko ulkoisesti tai sisdisesti, eli ympyrat sivuavat
toisiaan ulko- tai sisdpuolisesti.

',

Ulkopuolisesti sivuavat ympyrat Sisdpuolisesti sivuavat ympyrat

Monikulmion sisddn piirretty
ympyré sivuaa monikulmion
jokaista sivua ja monikulmion
ympdri piirretty ympyré kul-
kee monikulmion jokaisen kar-
jen kautta.
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Ympyralaskuja: Palautetaan mieleen ympyraan liittyvat lasku-
kaavat:

Ympyran kehan pituus on
p=mn-d=m-2r, r = sdde jad = halkaisija
Ympyran pinta-ala on

Aympyra = T T2, r = side

Kaaren pituus on

a . .
b =———"2nr, r = sdde ja a = keskuskulma
360

Sektorin pinta-ala on

a
Asektori = 360° nr?, r = sdde ja a = keskuskulma

Vieressa olevassa kuvasarjassa suurimman puoliym-

pyrdn sadteen pituus on 1. Laske kuvasarjaa jatket- m @ @
taessa siihen viimeksi piirrettyjen puoliympyréiden

kaarien yhteenlaskettu pituus, kun puoliympyroita on
1,2,4, ..., 2™. Mit3 paradoksaalista tulokseen liittyy?

http://www.geogebra.org/en/upload/files/suomi/Hmakio/YmpPintaAla.html

Tangenttikulma: Kaksi toisiaan leikkaavaa ympyran tangenttia t;
ja t, muodostavat nelja kulmaa, joista yhden sisdan ympyra jaa, katso

kuva. Tata kulmaa a kutsutaan tangenttikulmaksi.
A

tangentt,- tl

B
Sivuamispisteista piirretyt sdteet muodostavat kaksi keskuskulmaa.

Joista pienempaa, eli kulmaa f3, sanotaan tangenttikulmaa vastaavak-
si keskuskulmaksi ja vastaavaa kaarta ;1;3 tangenttikulmaa vastaavaksi
kaareksi.

Tangenttikulman asteluku on valilla th =1,
10°,180°], eli my&s oikokulma hyvaksytaan.

Patee tulos: a + B = 180°, (suplementtikulmia)
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Kehdkulma: Kehdkulmaksi kutsutaan kulmaa, jonka karki on ympy-
ran kehalld ja jonka kyljet leikkaavat ympyraa. Toisena kylkena voi olla
tangentti (rajatapaus). Kuten tangenttikulman tapauksessa, niin kylki-
en valiin jadvaa kaarta kutsutaan kehdkulmaa vastaavaksi kaareksi.
Kaarta vastaava keskuskulma on kehdkulmaa vastaava keskuskulma.

b N

Kehdkulmalle ja keskuskulmalle patee kolme tarkeaa tulosta:

LAUSE 1: Kehakulma on puolet keskuskulmasta.

LAUSE 2: Samaa kaarta vastaavat kehdakulmat ovat yhtasuuret.
LAUSE 3: Puoliympyran sisaltama kehdakulma on suora.

LAUSE 1: Kehdkulma on puolet keskuskulmasta.

Muodostuu kolme tapausta, tarkastellaan ensimmaista tapausta, jossa
keskipiste O on toisella kyljella (muut = katso moniste).
B

TOD. Tapaus 1, keskipiste O kyljella.
Merkitddan tarkasteltavaa kehdkulmaa
XABC p:lla ja vastaavaa keskuskulmaa
LAOC a:lla.

Kun O on janteelld AB, niin kolmio
BOC on tasakylkinen (sdde on kahtena
eri sivuna, eli OC ja OB). Néin ollen
my6s kulma <BCO = .

Kulmalle «COB = y saadaan: A

{y = 180° — 2, kolmion sivut yhteensa 180°
y = 180° — a, vieruskulmat suplementtikulmia
Siis

a
y=y eli 26=a = ﬁ=§'
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LAUSE 2: Samaa kaarta vastaavat kehdakulmat ovat yhtasuuret.

TOD. Koska kaikilla samaa kaarta,

kuvassa . ., vastaavilla kehakulmilla

. a
on yhteinen kaarta vastaava keskus- a
kulma, kuvassa <AOC, seuraa tulos 0o
valittomasti edellisesta lauseesta. a

Esimerkki 1, moniste sivu 79.

LAUSE 3: Puoliympyran sisdltama kehdakulma on suorakulma.

TOD. Kehakulmaa <xAPB vastaava
keskuskulma <AOB on oikokulma,

joten kulman <APB asteluku on puo- A
let eli 180°:2 = 90°.

Esimerkki Hippokrateen puolikuut:

Hippokrateen puolikuut syntyvat siten,
ettd puoliympyran sisdan piirretaan suo-
rakulmainen kolmio ABC, jonka kateetit
CA ja CB halkaisijoina piirretdan uudet x
puoliympyrat. Laske Hippokrateen puoli-

kuiden yhteenlasketun pinta-alan (vari- 4 d B

tetty alue) suhde kolmion ABC pinta-
alaan.

Olkoon kateetin CA pituus x ja kateetin CB pituus y. Tall6in kolmion

pinta-ala on
1
Akolmio = Exy-

Puoliympyran halkaisija, merkitdan d, on Pythagoraan nojalla

d=+x?+y?.
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Nain ollen puoliympyran pinta-alaksi saadaan

Jx2 + y? _nrz_ﬂ< >

d
r= P = 2 = Apuoliympyr'é -~ = 2

_n(x?+y?)
=——

Vastaavalla tavalla lasketaan halkaisijoina CA ja CB olevien puoliym-
pyroiden pinta-alat (sateen ala-indeksind on sddetta vastaava halkai-

sija):
1\ 2
. T (7) nxz
Tca=5 = Apuoliympyra,ca = 2 8"
y (3w
Tce =5 = Apuoliympyra,ce = 2 8

Naistd puoliympyroistd pitad vield poistaa ison puoliympyran osuus,
jotta saadaan kysyttyjen Hippokrateen puolikuiden pinta-alat.

AHip.p. = Akolmio + Apuoliymp.,CA + Apuoliymp.,CB - Apuoliympyr;'i

1 mx? mwy? m(x?+y?)

=Wt gt 8
1
= Exy = Akolmio-

Eli Hippokrateen puolikuiden yhteenlaskettu pinta-ala on sama kuin
suorakulmaisen kolmion ABC pinta-ala, jolloin pinta-alojen suhteeksi
tulee

C
1
AHippokrateen puolikuut 2xy —1
A . -1 T X
kolmio ?xy
q
(%2
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