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Madritelma, (terdvan kulman) trigonometriset funktiot:
Suorakulmaisessa kolmiossa terdavan kulman trigonometriset funktiot
ovat:

vastainen kateetti

.. . a
kulmansini = sina = -
hypotenuusa c

. . viereinen kateetti b C
kulman kosini = cosa = -
hypotenuusa c

vastainen kateetti

. a
kulman tangentti=——: - tana = —
viereinen kateetti b

viereinen kateetti

. b
kulman kotangentti = - - cota =-— b
vastainen kateetti a

Naista kotangenttia kaytetaan harvemmin.

Esimerkki:
1) Suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on ¢
jatoinen terdva kulma on a. Maarita kateetit. |, _ .., 4
Olkoon y kulman «a vastainen kateetti ja x vie-
reinen kateetti. _l a
Yhtaloista
x X=c-cosa

. y
sina ==, cosa =—
c c
saadaany =c-sinajax = c-cosa.
2) Kaksi lentokonetta ldhestyy toisiaan samalla korkeudella kuvan

osoittamalla tavalla. Milla korkeudella ja kuinka kaukana toisistaan ne
ovat?
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Piirretdan kolmiolle HL;L, karkipisteesta H korkeusjana HP. Merki-
taan muodostuvia etdisyyksia ja kulmia kirjaimilla x, y, h ja a, 5
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Syntyy kaksi suorakulmaista kolmiota, joten
a=90°—-32°=58° ja f =90°-10°=80°
h=12000m-cos58°~6400m eli 6,4km,
x=12000m-sin58° ja y =37 000 m -sin80°,

LiL, =x+ 7y =12000m -sin58° + 37 000 m - sin 80°,
~47000m eli 47 km
Siis korkeus on 6,4 km ja etdisyys 47 km.

. . . GEOMETRIA MAA3
EKSTRA: Tylpan kulman trigonometriaa
Maaritelma: \ﬁ\\{;\ alkukylki
Kun puolisuora kiertyy tasossa \0Q9\> ) /
alkupisteensa ympari, niin ndin a %00 B
syntynyttd kulmaa sanotaan alkukylki 4///4,.

suunnatuksi kulmaksi.
Suunnattu kulma a on positiivinen
HUOM! Kierron suuruutta ei rajoiteta. ja f negatiivinen.

Sijoitetaan suunnattu kulma xy-koordinaa- 1

tistoon siten, ettd kulman a karki on ori- P=(xy)]
gossa ja oikea kylki positiivisella x — akse- I
; L . 1

lilla. Kulman a loppukylki leikkaa origokes- a
kisen yksikkéympyrdn pisteessa P, jota sa- I \
notaan sanotaan kulman a kehdpisteeksi. 0

><V

Jokaisella kulmalla on tasmalleen yksi ke- i v
hapiste. Toisaalta jokainen yksikkdympyran
piste on oo monen eri kulman kehapiste.




Tarkastelu yksikkdympyrdssa ei ole sattumaa, nimittdin kun hypote-
nuusa on ykkodsen pituinen saadaan kateettien pituudet suoraan kul-
masta a:

sinazzzy cosazfzx . 1
1 ’ 1 y=1-sina

Toisin sanoen, kateettien pituudet x ja y il-

moittavat suoraan kulman « sinin ja kosinin arvot. |_| a

x=1-cosa
Terdvien kulmien sinit, kosinit ja tangentit maariteltiin suorakulmaisen
kolmion avulla. Laajennetaan maaritelmaa kulmille 0° < a < 180°.
Sijoitetaan annettu kulma yksikkbympyraan siten, ettd kulman oikea
kylki yhtyy positiiviseen x-akseliin ja kulman a suunta on positiivinen.
Talloin jokaisella suunnatulla kulmalla @ on keha- \
piste P = (x,y). P=(xy)
Maaritelma, kulman « sini ja kosini: 3
Kulman a sini on kehdpisteen P y-koordinaatti ja

. . . ) 0
kulman a kosini on kehapisteen P x-koordinaatti. \
Siis sihna =y, cosa = x.

N

Maaritelma, kulman a tangentti:

Kulman a tangentti on kehapisteen P y-koordinaatin ja x-koordinaatin

- .. sin a
valinen suhde. Siis tana = = X, cosa =x + 0.
cos a X

Huomaa, ettei tangentti ole sinin/kosinin tavoin maaritelty kaikkialla!

Teravilla kulmilla 0° < a < 90° uuden maaritelman mukaiset trigono-
metristen funktioiden arvot yhtyvat aiemman maarittelyn mukaisiin
arvoihin, oikeanpuoleinen kuva.

AY AY
P=(xy) -
1sina sina P=®y)
1 a 1
RN ay |
cosa O X 0 cosa x
ULKOA! sin0° =0, sin90° =1, sin180° =0ja

cos0° =1, cos90° =0, cos180°=—1.
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Suplementti- ja vastakulmat

Suplementtikulmien summa on 180°. Miten lasketaan kulman a sup-
lementtikulman 180° — «a trig. funktioiden arvot? Vastaus: Ne palau-
tetaan kulman a trigonometristen funktioiden arvojen laskemiseen.

Esimerkki 30° kulman sini on % ja kosini g, joten taman kulman
kehapisteon P = (ﬁ,l). Lisaksi tan 30° = i. a7
2’2 V3

V3 1)
p= (_,_
Kun kehépiste P peilataan (—ﬁ 1) =R / 22
pystyakselin suhteen, saadaan * = 7 g L2

piste R = (—ﬁ,l), joka toisaalta on 30° 30° 1,
22 X

150° kulman kehapiste.

Nain ollen sin 150° = -, cos 150° = —?

jatan150° = — L Kulmat 30° ja 150° ovat toistensa supl.kulmia -

NES
kehdpisteet symmetriset = sinit samat, kosinit/tangentit vastalukuja.

Esimerkki Kulman a kehapiste on (cosa,sina). Talléin piste
(= cos a,sina) on kulman 180° — «a kehapiste, joten

cos(180° — a) = —cos a,

sin(180° — a) = sina ja

sin(180° — a sina
tan(180° — a) = ( ) _

= = —t
cos(180°—a) —cosa ana

Naista kdytetdan nimitysta palautuskaa- (cosa,sina) —— (= cosa, sin)
’ - ,Si

vat koska kulma ”palautetaan” ensim-

maiseen neljannekseen, kts kuvat, s. 33. a

Kootaan vield lauseeksi saadut tiedot. 180° “\a

Lause, suplementtikulman sini, kosini ja tangentti:
Kulman ja suplementtikulman sinit ovat yhta suuret,
kosinit ja tangentit toistensa vastalukuja:

cos(180° — a) = —cosa

sin(180° — @) = sina

tan(180° — a) = —tana
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Tarkastellaan lopuksi vastakulmia. Olkoon kulman a kehapiste (x,y).

Talloin a:n vastakulman —a kehapiste on (x, —y). R
Nain ollen

y
sin(—a) = —sin(a), (m‘/)
cos(—a) = cos(a) ja
tan(—a) _ sin(-a) _ —sin(a) _

cos(—a)  cos(a) _tan(a)

A\ s

Lause, vastakulman sini, kosini ja tangentti:

Kulman a vastakulman —a palautuskaavat: )
cos(—a) =cosa
sin(—a) = —sina
tan(—a) = —tana




