GEOMETRIA MAA3

Geometrian perusobjekteja ja suureita

Piste ja suora: Piste, suora ja taso ovat geometrian peruskasitteita, joi-
ta ei maaritella. Voidaan ajatella, etta kaikki geomet-
riset kuviot koostuvat pisteista.

Pistettd merkitaan e,X tai suoralla olevaa pistetta poikkiviivalla —— .
Pisteet nimetdan isoilla kirjaimilla. HUOM! Pisteelld ei ole ulottu-
vuutta (pinta-alaa). Oleellista on, ettd piste mddrdd paikan suoralla,
tasossa tai avaruudessa (3-,4-,n-ulotteinen).

Suoraa merkitaan pienelld kaunokirjaimella, esim. [.
Kahden pisteen kautta voidaan piirtaa yksi ja vain yksi
Suora > Kaksi pistetta maaraavat suoran! Suora A
voidaan siis merkita joko suora AB tai suora L.

Kaksi suoraa ovat joko erisuuntaiset, merkitdan l; # L5, jolloin ne leik-
kaavat leikkauspisteessé P, tai yhdensuuntaiset, merkitdan [; || [,. Yh-
densuuntaiset suorat voivat yhtya, eli ovat samat, tai olla erilliset.

l
>< ,

[, } L, leikkauspiste P Iy Il I, ei leikkauspisteitd Iy Il I, suorat yhtyvat

Jana ja puolisuora: Kahden pisteen A ja B erottamaa osaa suorasta
[ kutsutaan janaksi, merkitdan AB. Janan AB pi-

jana AB tuutta merkitddn |AB| = AB. Esim. CD = 5 tar-
koittaa, ettd janan CD pituus on 5 yksikkoa.Suo-

|AB| = ralla oleva piste jakaa suoran kahteen puolisuo-
raan G
/Jana\/ puolisuorat: FG ja FH
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Huomautus a) Janat ja vastaavasti puolisuorat ovat yhdensuuntai-
set, jos niiden maaraamat suorat ovat yhdensuuntaisia.

__________ ! '. s e
ii\—lB _____ 1 1 B | 1
_______________ l __———-“l" T
é\f) 2 c p L
AB || CD ,kunlq Il L, AB || CD ,kunlq |l L,

b) Erisuuntaiset janat ja vastaavasti erisuuntaiset puolisuorat eivat
valttamatta leikkaa toisiaan.

A C D

c) Janojen/puolisuorien C
leikkauspiste kuuluu kum- p
mallekin janalle/puolisuo- "A

ralle.

Yleisesti kuvioita, joiden kaikki pisteet ovat samassa tasossa kutsutaan
kaksiulotteisiksi kuvioiksi eli tasokuvioiksi. HUOM! Kyseinen taso, jossa
tasokuvio on, voi sijaita 3-,4- tai n-ulotteisessa avaruudessa. Taso-
kuvioita ovat: piste, suora, jana, puolisuora, monikulmio ja ympyra.
Tasokuvioita kasitteleva geometria on tasogeometriaa.

Geometrian synty aksiomaattisessa mielessa ajoittuu antiikin aikaan.
Aksiooma on erdanlainen perustotuus. Ne ovat tiettyihin peruskasit-
teisiin (esim. on olemassa piste) liittyvia tai peruskasitteita koskevia
vaitteita, joita ei todisteta.

Lukiogeometria on ns. euklidista geometriaa, joka sisaltaa seuraavat

alkuolettamukset:

1. Kaksi pistettd maaraavat janan.

2. Janavoidaan jatkaa suoraksi.

3. Annettu piste keskipisteend voidaan piirtdd ympyra minkd tahansa pisteen
kautta.

4. Kaikki suorat kulmat ovat samanlaisia.

5. (PA) Suoran ulkopuolisen pisteen kautta kulkee tarkalleen yksi taman suoran
suuntainen suora.
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Lahes 2000 vuotta ajateltiin, ettd 5. kohta voidaan johtaa 4. ensimmai-
sesta kohdasta, kunnes 1800-alkupuolella I6ydettiin epdeuklidinen eli
hyperbolinen geometria. Tassda geometriassa 4. ensimmadista kohtaa
ovat voimassa mutta 5. kohta ei.

Models of hyperbolic geometry

L

m

Klein-Beltrami mode! Poincaré disk model

/

k
Poincaré upper half-piane mode!
© 2002 Encyclopadia Britannica, Inc.

Kulmat: Kulma on kahden samasta pisteestd alkavan puolisuo-
ran rajaama tason osa. Kulmalla on kdrki, kyljet (oik. ja
vas.) ja aukeama. Kulmalle on eri merkint6ja, katso ku-
vat alla. Tekstin seassa kaytetddan merkint6ja: <xAPB,
LPtaia, By, ...

B

aukeama

A

X APB eli <P on joko « tai f
Erityiskulmia: taysikulma 360°, oikokulma 180°, suorakulma 90° ja

nollakulma 0°
360° 180° L‘)O" 0°

taysikulma oikokulma suorakulma nollakulma
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Kulman suuruus ilmoitetaan usein asteina. Luonnontieteissa ja luki-
ossa kurssin 9. jalkeen radiaaneina. Syy: radiaani on absoluuttinen kul-
man yksikko, se on jokin reaaliluku. Maaritelman mukaan radiaani on
kaaren pituuden b suhde sateen pituuteen r,

b b
a=—.
) r
Lissksia =~ =~ = 1(rad) £ 57,2957...°
Radiaanien ja asteiden perussuhteet: a

90° = /2 (rad)
180° = 7 (rad)
360° = 27 (rad)

Muita harvempia kulman yksikoita ovat piirut ja goonit eli graadit eli
uusasteet.
lImailu kayttaa asteiden lisdksi minuutteja ja sekunteja, esim.

a=57°23"45".

Lopuksi
a) Kulmien luokittelua: Huomaa avoimet vilit

A N\a

Kulma on terava, kun Kulma on tylppa, kun Kulma on kupera, kun

\ 0°<a<90° 90°<a<180°/ 180° < a < 360°

Kulma on kovera, kun 0° < a < 180°

b) Kulmien nimityksid: Kulmia « ja  kutsutaan

komplementtikulmiksi, suplementtikulmiksi, eksplementtikulmiksi,
josa + B =90° josa + B =180° josa + B = 360°




Vieruskulmat ja ristikulmat:

Kahden kulman «a ja 8, joiden toiset kyljet yhtyvat ja joiden summa on
oikokulma, eli @ + f = 180°, ovat toistensa vieruskulmia. N&in ollen
vieruskulmat ovat toistensa suplementtikulmia.

Kaanteinen ei pida paikkaa, eli suplementtikulmat eivat valttamatta
ole vieruskulmia.

B a \/3
a
Vieruskulmat a ja B Suplementti-

kulmat a ja 3, jotka eivat ole vieruskulmia

Kahden suoran [ ja [, leikatessa toisensa syntyy 4 kulmaa a, 5,y ja d.
Havaitaan, ettd a, [ ovat toistensa vieruskulmia, eli @ = 180° — £.
Toisaalta my0s y, B ovat toistensa vieruskulmia, eli y = 180° — £. Siis
a = y. Nain ollen kulmia a ja y sanotaan toistensa ristikulmiksi ja
niille patee tulos: L

B

Ristikulmat ovat yhtdsuuret.

) L

Suorien [y ja I, vdlinen kulma on pienin kulmista a, B,y ja §, ylla ole-
vassa kuvassa a = y. Yhdensuuntaisten suorien vadlinen kulma on 0°.

Jos suorien valisista kulmista yksikin on

suora, niin kaikki muutkin kulmat ovat L,

suoria. Syy; jos @ = 90° niin HUOM!
B =180°—a = 90°. Merkitian

Ristikulminay = a =90°jad = = 90°. L L1,

16.1.2017



16.1.2017

Suorat, joiden valinen kulma on suora, ovat toisillensa normaaleja.
Kun projisoidaan piste tai vastaavasti jana annetulle suoralle, niin pro-
jektiopiste/-jana loytyy suoran ja pisteen/janan paatepisteiden kautta
kulkevan normaalin leikkauskohdasta/valista, katso kuvat alla.

C D
4 Q\ L "\\' h
\

\ /
/
A’ pisteen A projektio janan CD projektio

Esimerkki: Maarita kulman a suuruus

a) b)
67°
Aa
a a

a) Kulmat ovat toisilleen vieruskulmat eli suplementtikulmat, joten
a = 180° — 82° = 98°.
b) Kulmat ovat toisilleen ristikulmat, joten @ = 67°.

Samankohtaiset kulmat: Suoran [ leikatessa kahta suoraa m jan
syntyy kahdeksan kulmaa, joista ovat keskendaan samankohtaisia ne,
joiden samanniminen kylki suora [ on (siis oikea tai vasen kylki).

l
Kuvassa kulmat a, a4 ja a, ovat a
samankohtaisia, koska suora [ m
on niiden vasen kylki. a,
a
n

Suorien yhdensuuntaisuudella ja samankohtaisten kulmien yhtasuu-
ruudella on tarkea yhteys.

Lause, yhdensuuntaiset suorat ja samankohtaiset kulmat:

Jos suora leikkaa kahta yhdensuuntaista suoraa, niin samankohtaiset
kulmat ovat yhtasuuret.

Myos kaanteinen on voimassa: Jos suora leikkaa kahta suoraa siten,
ettd samankohtaiset kulmat ovat yhtasuuret, niin nama kaksi suoraa
ovat yhdensuuntaiset. (Ei todisteta lausetta!)
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Yhdistettynd: Suoran leikatessa az//l

kahta suoraa samankohtaiset

kulmat ovat yhtasuuret, jos ja 0 m
1

vain jos nama kaksi suoraa ovat
vhdensuuntaiset.

=a=a, &
a=a; =ay miln /é/a n

Esimerkki/harjoitus:
Mitka kuvioihin merkityt kulmat ovat keskendan yhtasuuria?
a) L b)

miln

a)a; = as, a; = azjaaz = dag b)f1 =B2=v2=7V1]a
B3 =Ps=V3="Va

Edellisen lauseen tulosta hyédyntden osoitetaan, ettd kolmion kulmi-
en summa on 180°.

aw I:> a+f+y=180°
Ao ;




Kahden koveran kulman « ja 8, eli 0° < a, 8 < 180°, suuruutta voi-
daan verrata seuraavilla lauseilla:

Kaksi koveraa kulmaa ovat yhta Kaksi koveraa kulmaa ovat yhta

suuria, jos niiden samannimiset  suuria, jos niiden samannimiset

kyl-jet ovat yhdensuuntaiset. kyljet ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. <

o

Esimerkki C
Laske kulman %D suu- o0F
ruus.

A
Vastaus: <D = 30° IA
E
F
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