Matematiikan kurssikoe, Maa3 — Geometria - RATKAISUT Sievin lukio
Lauantai 25.2.2017

NIMI:

Osio A — VASTAA JOKAISEEN TEHTAVAAN 1-2!

VASTAA TAHAN TEHTAVAPAPERIIN. LASKINTA EI SAA KAYTTAA, MAOL ON SALLITTU.
1. a) Kuinka suuria kulmat « ja f ovat? Ovatko suorat Lq

ja L, yhdensuuntaiset? Muista perustella vastauksesi.

Kahden suoran leikatessa muodostuvat ristikulmat ovat yh-
té suuret, joten patee

112°=55°+a = a=112°-55°=157°.

Toisaalta kolmion kulmien summa on 180° (euklidisessa

geometriassa, ei esimerkiksi pallo tai hyperbolisessa geometriassa), joten
180°=67°+55°+p8 = [ =180—-67°—55°=58°.
Suorat L, ja L, eivat ole yhdensuuntaisia koska samankohtaiset kulmat eivat ole yhtésuuria, katso kuva ylla.

b) Kuviossa suorat s ja t ovat ympyran tan-

gentteja. Maarita kuvion kulma a. Perustele. :
340

Tangenttikulman ja sité vastaavan keskuskulman

summa on 180°, joten B = 146°

B = 180° — 34° = 146°.
Koska keskuskulmaa vastaava kehakulma on

puolet keskuskulmasta niin saadaan

g 146° t
=L = = 73°.
=272

c) Maarita kuvion kulmien a ja f suuruudet. Perustele.

146°

146° = 730

Kulmalle « ja keskuskulmalle 146° on sama kaari, joten a =

Kulman 146° eksplementtikulma on 214°, joten kulmalle g ja keskuskulmalle

214°

=107°.

214° on sama kaari, joten a =



2. a) Laske pallon tilavuus, kun sen pinta-ala on 16m.

a) Sateen kautta! Siis Apay, = 4nr? = 16, joten

16w
r= |—=+V4=2.
4t

Nain ollen

UL SO PR
pallo—gnr —371' = 371'.

b) Mit& eroa on kasitteilla yhtenevyys ja yhdenmuotoisuus? Milla tavoin kasite mittakaava liittyy yh-
denmuotoisuuteen, anna esimerkki (my®0s piirros riittdvine merkintéineen kelpaa).

b) Méaaritelma, yhtenevyys:

Tasokuviota sanotaan yhtenevéksi toisen tasokuvion kanssa silloin, kun kuviot ovat samankokoiset ja sa-
manmuotoiset = jokaista toisen kuvion osaa vastaa samanlainen osa toisessa sen kanssa yhtenevésséa kuvios-
sa. Yhtenevyyttd merkitddn symbolilla =.

Maaritelmd, yhdenmuotoisuus:

Monikulmio M; on yhdenmuotoinen monikulmion M, kanssa, merkitddan M, ~M,, jos monikulmioiden vas-

tinkulmat ovat yhté suuret ja vastinsivujen pituuksien suhteet ovat yhta suuret, eli vastinsivut ovat verrannol-

liset
a, 4z _ Qn
M~M, < a'y, a, = ay,
! ! !
a1=a1,a2=a2, ...,an:an

Yhdenmuotoisuutta merkitadn symbolilla ~. Yhdenmuotoisten monikulmioiden vastinsivujen pituuksien
suhdetta kutsutaan mittakaavaksi k.

Huomaa, ettd yhdenmuotoisuus avaruudessa madaritelladn samoin kuin tasossa. Kaksi avaruuskuviota ovat
yhdenmuotoisia, jos niiden vastinjanat ovat verrannolliset ja vastinkulmat ovat yht& suuret. Liséksi yhden-
muotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on mittakaavan nelié (k?) ja yhdenmuotoisten kappaleiden tila-
vuuksien suhde on mittakaavan kuutio (k3).

Esimerkissd maininta vastinosien suhteesta toisiinsa.



c) Mita tarkoitetaan saannollisella monikulmiolla. Anna esimerkKi
saannollisestd monikulmiosta. Onko neljakas saannéllinen monikulmio?
c) Saanndllisessd monikulmiossa kaikki sivut ovat yhta pitkia (monikulmio
on tasasivuinen) ja kaikki kulmat ovat yhta suuria (monikulmio on tasakul-

mainen). Esimerkkind sdanndllinen viisikulmio. Neljakas ei ole

saannollinen, silla kulmat eivat valttdmatta ole yhtasuuria.

3. a) Kolmion kaksi kulmaa ovat 41, 2° ja 73, 7° seké& lyhin sivu 29. Laske kolmion muut osat (eli kol-

mas kulma ja kahden sivun pituudet). A Pl; (%%)
b) Laske kuvion (oikealla) tiedoilla !

i) sin(180° — B) + cos(—a), ,8 / a

ii) sin(180° — a) — sin(a — 180°) + cos(180° — a) + cos a (1’03

P,

5 12
a) Kolmion kolmas kulma on, merkitaan y, kuva alla, P2 = <_E’ _ﬁ>
y = 180° —41,2° — 73,7° = 65,1°.
Pienimman kulman 41,2° vastainen sivu on lyhin. Ndin ollen sinilauseen nojalla on

29 a 29 C

sin412° sin737° )% Sin412° sin651°

joten

_29-sin73,7°
"~ sin41,2°

_ 29 -sin 65,1°
sin 41,2°

~ 42,257 17..= 423 ja c= ~ 39,934 26 ...  39,9.

Kolmas kulma on 65,1° ja muut sivut ovat noin 42,3 ja

39,9.




b) Koska suplementtikulmille péatee sin(180° — x) = sinx ja cos(180° — x) = —cosx ja koska vasta-

kulmille pétee sin(—x) = — sin x ja cos(—x) = cos x, niin saadaan
i in(180° )+ (—a) =si + = 12 + > = ’ 0,538 461
i) sin B) + cos(—a) =sinf + cosa = Bt~ 0

ii) sin(180° — a) — sin(a — 180°) + cos(180° — a) + cosa

= sina + sin(180° — a) — cosa + cos a

= 2 5i =2 1z _ 24 1,846153
=2sina = -~ b

4. a) Ympyra keha pitenee 30 prosenttia. Kuinka monta prosenttia kasvaa talléin ympyran pinta-ala?

b) A4-arkki on taitettu keskelté niin, etta

A
taitokset ovat toisiaan kohtisuorassa (kat-

so kuva). Kuinka suuri on lavistajien puo-

likkaiden PA ja PB vélinen kulma? A4-

arkin mitat ovat senttimetrin tarkkuudel-

la21cmja30cm.

2
a) Merkitaan alkuperaisen ympyran kehan pituutta p,:11a. Talldin vastaava pinta-ala A; = (s—;) . Nyt uusi

kehén pituus on p, = 1,3 - p;. Tall6in uusi pinta-ala on

te=n(B) =n(52) =100 ()

Eli pinta-ala kasvoi ;ﬁ = 1,69 =2 69 %:lla.

1

b) KUVA + merkinnat

Lavistaja AB = V302 + 212 = /1341, josta puolikas

AB 1341 15
— = = AP = PB
2 2 21

Avaruuslavistajaksi x saadaan

x =+/152 + 152 + 212 = /891.



Néin ollen kosinilausetta kayttden kulmaksi a saadaan

1341 | 1341
AP? + PB* — AB? —z—t—7—891 2205 0328
cosa = = = = -0,
2-AP-PB ) .w/1341 . V1341 1341
2 2 2
= a =109,199...° =~ 109°.

5. a) Pekka lahti suunnistuskisoissa 1350 m paassa olevalle rastille suuntaan, joka poikkesi 4° rastin
suunnasta. Kuinka kaukana rastista Pekka oli juostuaan suoraan 1350 m?
b) Ympyran halkaisija on 26 cm. Ympyraan on piirretty segmentti, jota vastaava kaari on 18 cm.

Laske Asegmentti-

c) Maarita janan X pituus. Perustele.
a) Hyddynnetaan kosinilausetta, katso kuva. Saadaan
x? = (1350 m)? + (1350 m)? — 2- 1350 m - 1350 m * cos 4°
=2-(1350 m)? — 2+ (1350 m)? - cos 4°
= 2-(1350 m)? - (1 — cos 4°)
= 8879,036 ...m?,

joten x = 94,22864 ...m = 94 m.

om
135 X
4_0
1350 m
b) KUVA + merkinnat.
Keskuskulmaksi « saadaan: 13
360°-18 cm
T —— ° 18
€= —=79336.. a

Kolmion pinta-ala (tai kosinilauseesta x:n pituus jne...) 13




1
Axolmio = > 13 cm- 13 cm - sin 79,336 ...° = 83,0396 ...cm?.

Lopuksi

79,336...° , ) , ,
Asegmentti = Asektori — Akolmio = BT (13 cm)“ — 83,039 ...cm“ = 33,960 ...cm“ = 34 cm*.

c) Kyseessd on ns. pisteen potenssi —tilanne: Muodostuu kaksi yhden-
muotoista kolmiota (katso kuva). N&in ollen pétee

x _35 50,3125 ~ 50,3
P —9 = 4 .
46 32 X =90 2 mm

a) Kolmion ABC sivun BC pituus on 10. Laske kolmion muut sivut, kun kulman A puolittaja jakaa

vastaisen sivun suhteessa 3: 4 ja kolmion piiri on 25. Piirrd/Hahmota tilanteesta kuva ja liita se
vastaukseesi.

b) Seitsemdn mantytukkia sidotaan vaijerilla alla olevan poikki-

leikkauskuvion mukaisesti. Kuinka paljon vaijeria tarvitaan yhteen

kierrokseen? Jokaisen tukin halkaisija on 20 cm. Anna vastaus

senttimetrin tarkkuudella. [YO k14/7]

a) KUVA + merkinnat.

Koska kulmanpuolittaja, niin péatee 5 = % ja toi-

A
saalta piiri 25, joten x =25—-10—-y =15—y.
Saadaan X y
15—y 4 3
y 3 Y7037
¢ B
. .. 3 4
Jasnsx=15—6;=8;. (4) (3)

10



b) Kaareva osa on 1/6 —osa koko kierroksesta (havain-
to, joka pitéa perustella jotenkin)
Perustelut: Tukkien keskipisteet yhdistden muodostuu

tasasivuinen kolmio, jonka kulmat ovat téten 60 astetta.

Tasasivuisen kolmion yksi sivu on kéyden suoran osan
kanssa yhdensuuntainen (tatdhan voisi perustella tar-
kemminkin). Lisédksi muodostuu oikokulma (punaisella).

Nain ollen kaarevan osan vastaava keskuskulma on

180° — 30°—90 = 60°.
Kaarevat osat yhteensd muodostavat yhden tadyden kierroksen ja suorat osat ovat tukkien keskipisteiden vé-
linen etéisyys, eli tukkien halkaisijan mitta. Nain ollen kdyden pituus on

d=2m-10cm+6-20cm=(6+m)-20cm = 182,831 ...cm = 183 cm.

Suorakulmaisen sarmion muotoisessa suljetussa lasisailiossa on 1, 20 litraa vetta. Vaakasuoralla alus-
talla mitattuna vedenkorkeus on 40 mm. Kun sdilio kaannetaan kyljelleen, on vedenkorkeus 50 mm,
ja kun sdilié kaannetaan toiselle kyljelleen, on vedenkorkeus 60 mm. Maarita sailion tilavuus.

Merkitéan a, b, ¢ (pituus, leveys, korkeus), jolloin annetuista tiedoista voidaan muodostaa yhtélo-ryhmé

(katso my06s kuvat) koska veden tilavuus pysyy vakiona Vyesi = 1,2 1.

d 50 mm 60 mm

Vyesi=a-b-0,4dm, Vyesi =+ b-0,5dm, Viesi=C-a-0,6dm

Ratkaistaan kahdesta ensimmaisesta yhtalosta mitd on a ilmoitettuna c:n avulla, eli eliminoidaan b.



_c-O,Sdm

= a'b-04dm=c-b-05dm = a= 04 dm

{Vvesi =a-b-0,4dm =1,25"c.

Vyesi=C+b-0,5dm

Sijoitetaan ndin saatu tieto oikeanpuoleisimpaan yhtaloon ja ratkaistaan mitd on ¢

=a
Veesi= 1,2dm3® =c-a-0,6dm=c-1,25-¢c- 0,6 dm

1,2 dm3

2
"~ 1,25:0,6 dm

c = 1,6 dm?

= ¢=+1,6dm?2 =1,26491...dm = 1,265 dm.
Nyt voidaan laskea a ja b, saadaan
a=125-¢=1,25-12,6491...dm = 1,581 ... dm = 1,581 dm,

B 1,2 dm3
"~ 1,581.. dm- 0,4 dm

b =1,8793..dm = 1,879 dm.

Sailion tilavuus

Vséiilié = abc = 3,794 ... dm?3 =~ 3,81

8. Kuutiossa on yhdeksan palloa siten, ettd suurin niista sivuaa kuution kaikkia tahkoja ja loput kah-
deksan pienmpaa palloa kuution kolmea tahkoa ja isoa palloa. Kuinka monta prosenttia pallot tayt-
tavat kuution tilavuudesta? Muista perustella! Pelkat tilavuudet suoraan geogebrasta katsottuna an-
taa 0 p. Hy6dynna aineistot-osiosta 16ytyvaa GeoGebra-tiedostoa ""tehtava8.ggb™. (6 p)

Piirretdan kuvia tilanteesta:




25

Olkoon kuution sarman pituus x. Talldin ison pallon sade 15, = g Avaruuslavistaja d = v/3x, josta puoli-

kas on kuvassa nakyva a = % Toisaalta b on sellaisen kuution avaruuslavistdja, jonka sarma on ryjep;.

Joten b = /3 - rpien;. Tasta muodostuu yhtalo
a = Tiso t Tpieni T b

\/§x_x

2 2 + Tpieni + ‘/§ " Tpieni

\/§x =X+ 2(1 + \/§) * rpieni

v3i—1
T‘. .=—-x
PR 2. (W3 +1)

Nyt voidaan laske pallojen yhteinen tilavuus

v g 4 ( v3—-1 ) 104 — 60V3
. e . -1 |— X =X
pienet pallot 3 2. (\/§+ 1) 3

3

3

4 X 1
Visopallo=§'n'(§) =g mx

ja kuution tilavuus tulee suoraan Viyutio = x°3



Prosenttiosuus on siten:

(104 — 60V3
Viso pallo + Vpienet pallot 3

1. «y3
"% ”) ¥ 209 -120V3

3
Vkuutio X

Eli noin 60,4 %.

6 -~ 0,604 182.

Suoran ympyréakartion pohjana on kuution pohjaneliéon piirretty ympyra. Kartio leikkaa kuution

vastakkaisen tahkon pitkin ympyraa, jonka ala on kolmasosa pohjaympyréan alasta. Laske kartion ti-

lavuuden ja kuution tilavuuden suhde, anna tarkka arvo ei likiarvoa. (YO-K91/5)

Muista perustella! Pelkét tilavuudet suoraan geogebrasta katsottuna antaa 0 p. Hyddynna aineistot-

osiosta l0ytyvad GeoGebra-tiedostoa *'tehtava9.ggb™. (6 p)

Piirretddn kuva tilanteesta. Tiedet&an, ettd pinta-aloille patee:

A 1A
2 = 34
Ympyroiden sateet
hyvaks.
szainpos. A
Ay=1r? = np=%[|— 2 |=
2 2 SN 3
A
Ai=mr? = nrn=+ ?1

Toisaalta koska kuutio = sen korkeus on 21y, joten muodostuvista yhdenmuotoisista ympyrékartioista saa-

daan:
n 2ri+x 2nr,
— = S xr =2 +xr, = x =
Ty x =T

Nain ollen (ison) kartion korkeus, katso myos kuva oik. :

2,

212 = 211, + 211 21,2
h=2r+x=2r+ == 12 12 = !

n—n n—-n n—n

Tarvittavat tiedot tilavuuksien laskemiseksi on kasassa, joten

2

27y mry % 2r 2 2 T

1
=—-A;-

= Viartio 3

Tl—Tzz 3(7‘1—7'2) _3

~ 27‘1

'
a



= Viuutio = (27’1)3 = 87‘13

Tilavuuksien suhteelle saadaan:

4
2 .1 4y
Vkartio 3" n-n T no_n T . )
= 3 — — —_— JE—
Vkuutio 8"ﬁl 12 £] L) 12 A1 Al
T 3
lavennetaan

4 32-3

1 3+‘/,,_§‘“a i 3+\/§_ i

T 1 m
12 1 12
N
o7 (3+V3)




