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POLYNOMIFUNKTIOT JA -YHTALOT, MAA2
Korkeamman asteen polynomifunktio

Madritelma:
Jos polynomifunktion asteluku n > 3, niin funktiota sanotaan korke-

amman asteen polynomifunktioksi,
P: P(x) = apx™ + ap_1x" 1. tapx? + ax + ag .

Kuvaajien karkeat hahmotelmat (eli saadaan idea minkalaisesta kuvaa-

jasta on kyse) ovat seuraavanlaiset:
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Huomautus 1 Kaikki polynomifunktiot ovat jatkuvia, derivoituvia ja in-
tegroituvia! Eli ns. hyvin kédyttdytyvid funktioita. Polynomifunktiot ovat
”mukavia funktioita” ja niilla approksimoidaan eli arvioidaan/mallinne-
taan vaikeita funktioita (Taylorin approksimaatiomenetelma). Tarkempi
tarkastelu 2> MAA 7, MAA 10 ja MAA 13.

Huomautus 2 Jokainen polynomifunktio voidaan esittdaa tulomuodos-
sa nollakohtiensa (jotka ovat kompleksilukuja!) suhteen. Taman sanoo
tekijalause. Lisdksi patee:
Algebran peruslause:
Jokaisella polynomifunktiolla (#vakio) on ainakin 1 nollakohta
ja nollakohtien kertaluvut huomioiden nollakohtia on yhteensd
polynomin asteen ilmoittama lukumddird.

Esimerkki Polynomilla P: P(x) = x” — 6x3 + 2x — 1 on korkein-
taan 7 eri nollakohtaa.

POLYNOMIFUNKTIOT

Korkeamman asteen yhtalg -vmiormas

Maaritelma:
Korkeamman asteen yhtadlé on sellainen polynomiyhtal, jossa tunte-
mattoman (= x) asteluku n on vahintdan 3. Yhtalon perusmuoto on

ApXx™ + a1 x" I+ tayx? +a;x +ay=0.
Tavoite on |0ytda yhtalon ratkaisut (siis ne x:at eli luvut, jotka toteut-
tavat yhtdlon) muokkaamalla lauseke ensin tulomuotoon, eli jakamalla

lauseke tekijoihin ja sitten tulon nollasdaantda kayttamalla maarittaa
nollakohdat.

Muista: Yhtdlo ensin perusmuotoon mikali se ei jo ole sita!
Esimerkki1 Jaa tekijoihin

a) 18x3 — 2x b) 3x3 — 12x% + 12x c) 8x3 — 4x? — 4x
ja ratkaise yhtalo

a)18x3 —2x =0 b)3x3 —12x%2 + 12x = 0¢) 8x3 — 4x? — 4x = 0.
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a)
18x3 — 2x = 2x(9x%2 — 1) = 2x(3x — 1)(3x + 1)
Nain ollen
18x3 —2x =10
2x(3x —1)(3x+1) =0
= x =0, 3x—-1=0, 3x+1=0
_ 1 _ 1
*=3 *=73
b)
3x3 — 12x% + 12x = 3x(x? — 4x + 4) = 3x(x — 2)?
Nain ollen

3x3 —12x%2 +12x =0
3x(x—2)2=0 Huom!
= x =0, X =2 Juurix = 2on

kaksinkertainen

c)
8x3 —4x? —4x = 4x(2x?> —x—1) = 4x2x + 1)(x — 1)

Huom. Ratkaisukaavasta saadaan 2x%2 —x — 1 = 2(x + 1/2)(x — 1).
Nain ollen

8x3 —4x?>—4x=0
4x2x+1)(x—-1)=0
= x =0, 2x+1=0, x—1=0

= —=, = 1
X > X
Esimerkki 2 (ryhmittelykeino) Jaa tekijoihin
a) x%(x —3) —16(x — 3) b) 2x3 +x2 +8x + 4

ja ratkaise yhtalo

a)x?(x—3)—16(x—3)=0 b)2x3+x?>+8x+4=0



a)
x?(x—3)—16(x—-3)=(x?-16)(x—-3) = (x +4)(x —4)(x — 3)

Ndin ollen
x*(x—3)—16(x—3)=0
x+4)x—-4)(x-3)=0
= x = —4, x =4, x =3
b)

2x3 +x2+8x+4=x*Q2x+ 1) +42x+1) = x?+4)(2x+ 1)
Nain ollen
2x3+x2+8x+4=0

(x> +4)2x+1) =0 Huom!
x = —1/2 Kompleksiset

juuret x = +2i
Huomaa, etta tekija (x? + 4) > 0 kaikilla x € R. I8ytyvit

-

Esimerkki 3 bikvadraattinen yhtalotyyppi Ratkaise yhtalot
a)x*—3x2-4=0 b) x® = 6x3 + 16

a) Merkitdan y = x2, jolloin alkuperdinen yhtalé tulee muotoon

y?—3y—4=0.
Ratkaisukaava antaa
3449—-4-1-(—4) 3+v25 3+5 {y:4
= = = )
2-1 2 2 y=-1
Nyt on y saatu ratkaistua. Lopuksi pitaa vield ratkaista x. Siis
4=x? {x = +V4 = £2

2 = .

—1=x x=+Vv—1elix ¢ R

y:

y=x? = {
Ratkaisu x = +2.

b) Merkitaan y = x3, jolloin alkuperainen yhtilé tulee muotoon

y2—6y—16=0.
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Ratkaisukaava antaa
6+.36—4-1-(-16) 6+v100 6+ 10 y=8
2-1 2 2 y=-2
Nyt on y saatu ratkaistua. Lopuksi pitaa vield ratkaista x. Siis
8=x> _, {x =V8=2
—2=x3 x = V-2~ —1,259

Ratkaisu x = 2 tai x = /=2 ~ —1,259. Muista, pariton juuri on maa-
ritelty kaikilla x € R.

y=x3 = {

Esimerkki 4 Ratkaise yhtilo (x? — 1)(x? — 8) = x? — 1.
(x2-1)(x*-8)=x%2-1
(2 —1)(%—8)—1-(x2—1) =0
(x2-8)—-1)-(x*-1) =0 ryhmittely

= x2-9=0, x2-1=0 = x=43 Vv x=+1

Esimerkki 5 (tyypillinen koeteht.) Maarita vakio k siten, ettd yhtalon
2x3 —(2k—10)x2—=7x+13+k =0

eras ratkaisu on x = 3. Mitka ovat talléin muut ratkaisut?

Yhtal6a vastaa polynomifunktio
P: P(x) =2x3— 2k —10)x? — 7x + 13 + k.
Tekijalause antaa (koska eras ratkaisu = juuri on 3) P(3) = 0. Siis

P(3)=2-33-2k—-10)-32-7-3+13+k=0

= 54—-2k-94+10-9-214+13+k=0
= 54—-18k+90—-8+k=0
= —17k = —-136
S k:ﬂ:
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Yhtalo saadaan nyt muotoon (sijoitetaan k = 8) kun 3 on eras juuri:

2x3—(2-8—-10)x>=-7x+13+8=0
= 2x3 —6x%>—7x+21=0
& 2x*°(x-3)-7(x—=3)=0

ryhmittely
N (2x2=7)(x—-3)=0
= 2x2-7=0, x—3=0
2x% =7, x=23
x=+7/2 x=3
Ratkaisu Vakion k arvo 8 (kun x = 3 on erés juuri). Talléin muut
juuret ovat
x==x7/2.



