POLYNOMIFUNKTIOT, MAA2

Juurien summa ja tulo

Esimerkki Maaritd yhtdlon x?2 — 7x + 12 =0
a) ratkaisut, b) ratkaisujen summaja c) ratkaisujen tulo.

x = —b+Vb?—4ac

o = xq1 =3jaxy, =4.

a)
b) 3+44=7

c) 3-4=12

Mita huomataan?

Ratkaisujen summa x; + x, on l.asteen termin —7x kertoimen —7
vastaluku jaettuna 2.asteen termin kertoimella 1 ja ratkaisujen tulo
X1 * X5 on vakiotermi jaettuna 2.asteen termin kertoimella 1.

Vastaava tulos patee kaikille toisen asteen yhtaléille.

Todistus Kun diskriminantti D = b%? —4ac > 0, niin 2.asteen
yhtélén ax? + bx + ¢ = 0 ratkaisut ovat
—b++D —b—+D
X =——, Xy =—— .
1 2a 2 2a
Talloin

_ —b+VD n -b—D _ —b+VD-b—D _ -2b _ b

summa: X1+ Xo

2a 2a 2a 2a a
—b+VD\ (-b—VD b2+bVD-bVD-D _ b?-D
tulo: X1t Xy = = > =—
2a 2a 4a 4a
__ b%2-b%+4ac _ 4ac _ c
- 4q? T 4a?2 a
Siis
b c
X1+ X, =—— X1 Xp =—.
1 2 a ) 1 2 a

lImoitetaan tama vield lauseena (eli matemaattisena tuloksena).
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Lause:
Jos toisen asteen yhtilén ax? + bx + ¢ = 0 reaaliset ratkaisut ovat x;
ja x5, niin talléin

c
X1+ X =—— X1 Xy =—.
1 2 pE 17 X2 =7
Jajosa =1, niinx; +x, = —=b, x1"xy =cC.
Myos kadnteinen tulos on voimassa, eli jos luvuille x; ja x, patee
b . c .. . -
X1+ Xz = —_jax; Xz =, niin luvut x4 ja x5 ovat yhtalon

ax’+bx+c=0
ratkaisut.

Esimerkki Maarita yhtilon 2x% — x — 3 = 0 ratkaisujen summa ja
tulo a) ratkaisemalla yhtalo ja b) ratkaisematta yhtaloa.

a) Ratkaisukaava antaa x; = —1jax, = 3/2, joten
by = 1 3
X1 Xy = 2, X1Xp = ) .

b) Koskaa = 2, b = —1ja c = —3, niin
b -1 1 c -3

X{1+xXy)=—-=——=— X1 Xy =—=—.
1 2 a 2 2’ 1727
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POLYNOMIFUNKTIOT, MAA2

2.asteen polynomin tekijéihin jako

Esimerkki  a) Polynomin x? — 4 nollakohdat ovat x; = 2 ja x, = —2.
Summan ja erotuksen tuloa hyddyntaen saadaan (tama siis tuttua)

x> —4=(x—- 2)(x — (—2)) =(x—x)(x+xy).
b) Polynomin P: P(x) = 2x2? — 10x + 12 nollakohdat ovat x; = 2 ja
x, = 3 (ratkaisukaavasta/laskimesta). Nyt kuitenkaan ei pade

P(x) =(x—2)(x-3),
silla
(x—2)(x—3)=x*>—-3x—-2x+6=x>—5x+6.

Mutta, jos kerrotaan kahdella, eli termin ax? kertoimella a (= 2), niin
P(x)=2(x—2)(x—3) =2x*>—10x + 12.

Lause:
Jos toisen asteen polynomin P: P(x) = ax? + bx + c¢ nollakohdat ovat
X1 ja xp, niin

ax?+bx+c=alx —x)(x—x,).

. . s . b L
Todistus Tiedetaan, ettd x; + x, = — ) X1t Xp = 2 jolloin
b =—a(x; + x3), c=alx;-x,).

N&in ollen
=+b =+c

ax? + bx + ¢ = ax?—a(xy + x)x+al(x; - x,)

=a(x?— (x; +x)x + x1x)

= a(x?® — x1x — XX + x1X5)
Y Y

= a(x(x — x;) — x,(x — x7))
ryhmittely ——>= a(x — x,) (x — x4)

= alx — x1)(x — x3)
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Esimerkki Jaa tekijoihin
a)2x®>+5x—3 b)3x? —18x+27 c¢)x*+x+1.

a) Polynomin 2x2 + 5x — 3 nollakohdat ovat x; = —3 ja x, = % (ratk.-

kaavasta) \ / ‘

= 2(x-(-3))(x—1/2) = 2(x + 3)(x — 1/2) —3\__"1/2

b) Nollakohta x; = 3, enta toinen?... Ei hataa, tdma nollakohta on kak-

sinkertainen, siis
= 3(x—3)(x—3) =3(x —3)? R

Toisaalta 3 -
3x2 —18x 4+ 27 =3(x?—6x+9) =3(x>—-2-3-x+3%) =3(x — 3)?

c) Nyt D=12-4-1-1=-3<0, eli ei ole reaalisia ratkaisuja!
Kompleksiratkaisut [6ytyvat ja ndin ollen

= x2+x+1=1'(75_(_%4'@1.))(36_(_%_@1.))

Lause, tekijdlause (tdrked, kirjoitetaan vihkoon!):
Binomi x — xy on polynomin P tekija jos ja vain jos x = x, on poly-
nomin P nollakohta.

Ts.
X — Xo on P: P(x):n tekija, o p —0
jolloin P(x) = (x — x0)0(x) (%o)
Esimerkki Tiedetdan, etta x —% on polynomin 2x? + 5x — 3 teki-
ja, silla
2x2+5x—3=2(x+3)(x—1/2 1
R—row s ( ) /2) & P(1/2) = 0 Onko?
=R2x+6)(x—1/2) 1 1\? 1
i P(E)”Si)f'i*
= Q) - (x—xp) =2:,-5=0 OK

Px)= Q(x) - (x —xo) |



Esimerkki Maarita k siten, ettd polynomin P: P(x) = kx> +x —6
tekija on x — 4. Jaa nadin saatu polynomi tekij6ihin.
Tekijalauseen nojalla

1
P(4)=k-4*°+4—-6=0 = k=§.

Edelleen 1 +3
iy 42
P(x) = Q(x)(x — 4) 8 2
1, i
%-x2+x—6=Q(x)(x—4) x—4 §-x2§+x§—6
1 01
-1 i1
sx?+x—6 gt
= Q=72 —
x—4 45
— jakokulma tai TI — nspire ¢;x +6
Jako meni tasan, niin kuin pitaakin. Nain ollen - —
1 3 1 . )
Q) ==x+===(x+12) = 2- x> +x—-6=1(x+12)-(x —4)
8 2 8 8 8 —_—
=P(x) =Q(x) =xX—%Xo

Polynomin P(x) tekijit ovat siis é ,(x+12)ja(x — 4).

Huomautus Tekijidlauseen perusteella polynomin Q(x) aste on vi-

hintddn yhta pienempi kuin polynomin P(x) aste.
Toisen asteen polynomin jakokulma

Esimerkki Jaa 3x? — 4x + 1 binomilla x — 1 ja x — 2.

Esimerkki Jaa —5x2 + 13 binomilla x + 5.

Tehdaan taululla.
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