1.12.2016

POLYNOMIFUNKTIOT, JA -YHTALOT MAA2

Toisen asteen yhtalot
Vaillinainen toisen asteen yhtalo
Madritelma:
Toisen asteen yhtalon perus- eli normaalimuoto on
ax’+bx+c=0, a+0.

Sanotaan, ettd 2. asteen yhtal6 on vaillinainen, jos b tai ¢ tai molem-
mat ovat nollia. Muutoin sanotaan, etta yhtalo on tdydellinen.

Vaillinaiset Taydellinen
ax?>=0 ax’+bx+c=0
ax’>*+bx =0
ax?+c=0

Esimerkki Yhtild 3x2 — 2x — 1 = 0 on tdydellinen ja yhtilét

3x2 =0
3x2—2x =0 ovat vaillinaisia.
3x2—-1=0

Miten toisen asteen yhtalo ratkaistaan?
Tarkastellaan erikseen kaikkia eri vaihtoehtoja (yhteensa siis 4 kpl),
aloitetaan ensin vaillinaisista ja sitten taydellinen.

1. Muotoa ax? = 0 oleva yhtilén ratkaiseminen on suoraviivaista:

ax?=0 = x=0.

3
Esimerkki Yhtalo —\%_sz = ( silloin ja vain silloin, kun x = 0.

2. Muotoa ax? + bx = 0 oleva yhtald jaetaan ensin tekijdihin ja sitten
tulon nollasdant6a kayttaen etsitdan ratkaisut:
Tulon nollasdanté: pq=0 <& p=0taiq =0 tai molemmat.

Esimerkki Ratkaise yhtalo
a)x(x+3)=0 & x=0taix+3=0elix=0taix=-3.
b)3x2—-6x=0 & 3x(x—2)=0 & x=0taix = 2.

=0

c)2x—1x2=0 & 6x—x2=0 @ x(6—x)=0 {x .
3 x=6
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Esimerkki (jatkuu)  Ratkaise yhtalo
dx2x+1)=1 & 2x?+x=1 & 2x2+x—-1=0..66?

3. Muotoa ax? + ¢ = 0 oleva yhtilé: ratkaistaan x? termi ja otetaan
nelidjuuri. Siis

2 2 2 ¢ ¢
ax“+c=0 & ax*=—-c © x*=—1— & x=+4|——.

a a
Huomaa, ettd juurrettava —g pitaa olla ei negatiivista elig <0.

Esimerkki Ratkaise yhtalo
aA)x?—4=0 & x’=4 & x=42 tai
x°—-4=0 & x+2)x-2)=0 & x=-2,x=2

b)—%x2+4%:0 @—%x2=—§ o x=+J/9=13

(x+3)2=6(x+1) © x2+6x+9=6x+6 < x?>=-3

Ei ratkaisuja! Tai on, mutta ne x € C.

Palautetaan mieleen: yleisesti nelididen yhtasuuruusehto:
x’=1r? © x=r ta x=-r.

Esimerkki Maaritd paraabelin y = x2 — 2x huippu.
Koska termin x2 kerroin on 1 > 0, niin paraabelin aukeaa yl6spéin, kat-
so kuvio.
Yhtildsta x? — 2x = 0 saadaan paraabelin ja x-akselin leikkauskohdat
X1 ja X5. Nimittdin

x?-2x=0 © x(x—2)=0 < x;,=0 tai x, =2.

Symmetrisyys huipun kautta kulkevan pystysuo- :
ran suhteen antaa x-koordinaatiksi i
X1+x, 0+2 i

2 2 |

ja tata arvoa kadyttaen lasketaan huipun y-koor-

dinaatti
y=yx) = y(1)=12-2-1=-1. x1\‘/x2

Siis, huipun koordinaatit ovat (x, y) = (1,—1). (x,y) =(1,-1)

\ 4
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Toisen asteen yhtalot (jatkuu)

Taydellinen toisen asteen yhtalo
Taydellinen toisen asteen yhtilé ax? + bx + ¢ = 0 voidaan aina rat-
kaista nelididen yhtasuuruusehdon avulla.

Esimerkki Ratkaise yhtilé x? — 2x + 1 = 0.
Koskax? —2x + 1 = (x — 1)? ja 9 = 32, niin
x2-2x+1=9
(x —1)? = 32
= x—1=3 vV x—1=-3
x=4 Y% x=-2
Esimerkissa vasen puoli oli binomin nelid. Enta jos ei ole? Talldin rat-

kaistaan nelioon taydentamalla.
Kirjoitetaan vihkoon seuraava esimerkki.

Esimerkki Ratkaise yhtlo x?>—6x+5=0.
Siirretaan vakiotermi x%2—6x=-5
Esitetdaan 1. asteen termi x2—-2-x-3=-5
—6x 2-kertaisena tulona Muista
(a — b)? = a® — 2ab + b?
Lisataan ”b2” eli vakio x2—2-x-343%2=-5+32

molemmille puolille
= x?2-6x+9=4

Esitetdan neliona (x—=3)% =22
Siis
= x—-3=2 V x—-3=-2
x=5 % x=1
Eli ensin neli6on taydentaminen ja loppu kuten edellisessa esimerkissa.

Esimerkki Ratkaise yhtalo 16x? + 24x — 16 = 0. Ole hyva!
Tee hetki parin kanssa, kdydaan taululla lapi.
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Nelioon tdydentdaminen on hidasta, siksi on tarkea tulos, jonka kautta
yleensa toisen asteen yhtdlo ratkaistaan.

Lause, 2. asteen yhtdlon ratkaisukaava (pitda osata ulkoa!):
Toisen asteen yhtilén ax? + bx + ¢ = 0 ratkaisut ovat

—b +Vb? — 4ac
X = , kun b? —4ac > 0.
2a
Todistus Kirjassa s.54

Huomautus Ratkaisut, joita sanotaan juuriksi, ts. ne x, jotka toteut-
tavat kyseisen yhtilén ax? + bx + ¢ = 0 saadaan siis termien kertoi-
mista algebrallisilla laskutoimituksilla! Eiko ole ihmeellista?

Esimerkki Ratkaise yhtdlé x? —3x + 2 = 0.
Nytsiisa=1,b=—-3jac = 2.

—(-3)+/(-3)2-4-1-2 34+V9-8 3+V1 3+1
x= 2-1 T 2 ~T 2 T2

2
= =—=2 \% =—=1
X=3 X=3

Logiikan kvanttorit ja konnektiivit

[ 3=olla olemassa, on olemassa (exist),
esim. 3x € R “on olemassa x (reaalinen)”
V= kaikilla, jokaisella (all),
esim. Vx € B "kaikilla x, jotka kuuluvat joukkoon B”

kvanttorit =<

—~

VvV =tai
A =ja
= = implikaatio, A = B A:sta seuraa B. Tassa A ja B

eivat ole joukkoja vaan jotain vaittamia.
A=D1B

B=A
Kayta harkiten ekvivalenssia!

— = negaatio

konnektiivit <
& = ekvivalenssi, A < B eli {

—
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Esimerkki Ratkaise yhtalo

2
3x2—2\/§x+§=0.

Nytsisa=3,b=—-2V2jac = %ja ratkaisukaava antaa

(2D £ (-2 4323 5y34vETE
= 2-3 N 6

_22+V0 2v2 W2
- 6 6 3

X

Siis vain yksi juuri.

Uy

)

Yleisesti, kun b? — 4ac on nolla, niin ratkaisua x = x, (edelld x =
sanotaan kaksinkertaiseksi ratkaisuksi/juureksi. Syy:

3x2—2\/§x+z=3<x—\§><x—\g> =3<x—\§>

2
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