POLYNOMIFUNKTIOT JA -YHTALOT, MAA2

Reaalinen lukualue

Millainen on luku, jossa on pddttymdtdn ja jaksoton desimaalikehi-
telma? Onko sellaisia?

Tarkastellaan Pythagoraan lauseesta saatavaa yksikkénelion lavistajaa,
lukua 12 + 12 = x2 = x =+/2. Millainen on /2 lukuna? Onko se
luonnollinen, kokonais- vai rationaalinen luku?

Mita ilmeisemmin luku v/2 N
ei ole ainakaan luonnol- N
linen luku tai kokonaisluku \/i Y
(pituus nayttdisi olevan
ykkésen ja kakkosen valil-

Id). Entdpa rationaalinen
luku? [

Madritelma, Irrationaaliset luvut:

Irrationaaliset luvut ovat lukuja, joiden desimaalikehitelmad on
pddttymdton ja jaksoton. Esim. V2 ~ 1,414 213 ... on irrationaaliluku.
Madritelma, Reaaliset luvut:

Reaalisten lukujen joukko R (Real numbers) muodostuu rationaali- ja
irrationaaliluvuista. Reaaliluvut voidaan samaistaa lukusuoran pistei-
siin eli jokaista reaalilukuja vastaa tietty yksikasitteinen lukusuoran
piste. Sanotaan, ettd reaaliluvut peittavat lukusuoran “aukottomasti”.
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—v1l =~ —-3,316... € R m~3141..€R

Irrationaaliluvut, kuten V2 tai 7, ovat tarkkoja ja tasmallisia arvoja.
Irrat.luvuille voidaan muodostaa mielivaltaisen tarkkoja rationaalisia
likiarvoja, joiden avulla mdadritetédén laskutoimitukset irrat.luvuille!

-7 46 -5 -4 -3 -2-+1 0 1 2 3 4 6 7
| |
\ \

25.11.2016



Lause eli teoreema (Theorem), reaalilukujen laskulakeja:

1. Yhteenlaskun vaihdantalaki at+b=b+a

2. Kertolaskun vaihdantalaki ab = ba

3. Osittelulaki a(b+c) =ab+ac

4. Yhteenlaskun liitdntalaki a+(b+c)=(@+b) +c

5. Kertolaskun liitdntalaki a(bc) = (ab)c.

6. Tulon nollasdanto ab=0 joss a=0taib=0

joss = jos ja vain jos (yleinen lyh.)
Eli tdysin samat kuin rationaalilukujen! Liitantalain nojalla summa ja
tulo merkitaan ilman sulkuja, siis
a+b+c)=(a+b)+c=a+b+c
a(bc) = (ab)c = abc

Maaritelma, vasta- ja kéiéinteisluku:
Reaaliluvun a ja sen vastaluvun —a summa on nolla

a+(—a)=0.
Sanotaan, ettd nolla on yhteenlaskun neutraalialkio. Nollan lisdamisel-
I3 ei ole vaikutusta reaalilukuun a: a+0=a.

Reaaliluvun a (a # 0) ja sen kddnteisluvun - tulo on yksi

1
a-—=1.
a
Sanotaan, etta ykkdnen on kertolaskun neutraalialkio. Ykkdsen kerto-
misella ei ole vaikutusta reaalilukuun a: a-1=a.

Esimerkki 1:
a) Luvun —6 vastaluku on 6, koska (—6) + 6 = 0. Muista: —(—=6) = 6.

17 6 17

b) Luvun kdanteisluku on , koska . = 1.
17'1 6 171 6
. 1 171
Muista: =
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Lause, vastaluvun ominaisuuksia:

/ vastaluvut \
[ | Y|

1 I - >
a —6 0 6 —a
1. Luvun vastaluvun vastalukuon —(—a) =a
luku itse
2. Summan vastaluku on vasta- —(a+b) = (—a) + (—b)
lukujen summa =—a-—>b
3. Vahennyslaskun maaritelma a—b=a+ (-b)
4. Tulon merkkisddnnot a(—=b) = (—a)b = —ab
(—a)(=b) = ab
5. Erotus osittelulaissa a(b—c) =ab—ac

Lause, kdiéinteisluvun ominaisuuksia:

/ kaanteisluvut
| | | \n >

|
1
11 12 a

(@]
Qlr

1,2
| | |
] ] ] ] >
—a -1 10
\ kianteisluvut — "a
e o 1
1. Nollasta eroavan luvun a kadanteisluvun ——=a, a+0
a
kaanteisluku on luku itse
e e o 1 1 1
2. Tulon ab kaanteisluku on kdanteis- —_— =
a-b a b

lukujen tulo
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Reaalilukujen jarjestys:
Kahdelle reaaliluvulle x ja y patee tasmalleen yksi seuraavista kolme-
sta vaihtoehdosta:
1. a<b: Talléin luku b on lukusuoralla luvun a oikealla puolella
jaerotusb —a > 0taia—b <0.
f : >
a b
2. a=>b: Talloin luku b on sama luku kuin luku a ja lukusuoralla
ne vastaavat samaa pistetta. Erotus b —a = 0.
l >
a=b
3. a>b: Talloin luku b on lukusuoralla luvun a vasemmalla
puolella jaerotusbh —a < 0taia—b > 0.
I I >
b a
Vastalukujen jarjestys kaantyy, eli a > b jos ja vain jos —a < —b. Siis
7 > 5josjavain jos —7 < —5. Tama on tosi, OK.

Lukusuoran vilit: Niiden reaalilukujen joukko, jotka ovat

1. Suurempia tai yhta suuria kuin a ja pienempi tai yhta pienia kuin b
merkitdan lukusuoralla (huomaa tummennetut paatypallot).

+ ¢ >
a b

Kyseista valida merkitdadan myos kaksoisepayhtalollda a < x < b tai
vilin merkinnilla [a, b] eli x € [a, b].

2. Mikali toinen paaty ei kuulu valiin, merkitaan avonainen paatypal-

lo.

A S

Q + >

a b
Kaksoisepdyhtilémerkintdna a < x < b ja valimerkintana ]a, b].

3. Mikali tarkastellaan puolidaretonta valia, esim. x < b, niin valimer-
kinndssa kiytetddn d3retdn-symbolia (ei ole luku!) |—oo, b[.
J\ A
Y Vd
b
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Maaritelma, itseisarvo:
Reaaliluvun x itseisarvo |x| ilmoittaa luvun etdisyyden origosta.

Positiivisen luvun itseisarvo on luku itse. Negatiivisen luvun itseisarvo
on luvun vastaluku. Nollan itseisarvo on nolla. Eli

etdisyys

— X, kun x > 0,
xl =fe—ol={_

X, kun x < 0.

|—6] = —(=6) =6 6] =6 Itseisarvo = etdisyystulkinta
A A

i S— >
0

I I
—6 6
Esimerkki 2:

a) Luvun —6 itseisarvo |—6] = —(—6) = 6, koska —6 < 0.

b) Luvun 6 itseisarvo |6| = 6, koska 6 = 0.

Esimerkki Sievenni a) |2x + 1] b) |\/§x — 2|

a)
[2x + 1]
2x+1, kun2x+1=>0,eli2x>—lelix>—;
B {—(Zx +1), kun2x +1 < 0,eli 2x < —1lelix < —%
siis
2x+ 1, kun x > -1
|2x+1|={ 2.
—2x —1, kunx<—E
b)
N V3x —2, kun\/§x—220,eli\/§x22elix2%
| 3 2|_ —(\/§x—2), kun\/§x—2<0,eli\/§x<2elix<%
siis

V3x -2, kun x > 2

V3x—2|=
| * | —\/§x+2, kun x <

Sl Gl



25.11.2016

Huomaatko mita maaritelma sanoo?

Maaritelma, itseisarvo:
le—{ X, kunx = 0,
—X, kun x < 0.

Siis
e el "jotain", kun se "jotain" > 0,
|"jotain”| = {—("jotain"), kun se "jotain" < 0.
Esimerkki
x—3, kunx —3 > 0,elikunx = 3,
|x—3|={—(x—3), kun x — 3 < 0,eli kun x < 3.
=3—-x

x+ 3, kunx + 3 = 0,eli kun x = -3,
lx+ 3| ={—(x + 3), kun x + 3 < 0, eli kun x < —3.

=-x-3

ltseisarvo etaisyytena

Jos kutsutaan luvun x lukusuoralla olevaa vastinpistetta pisteeksi x,
niin itseisarvo |x| ilmoittaa pisteen etdisyyden origosta. || = |x — 0]
f_%

Esimerkki 1 a) Pisteen 3 etdisyys origosta on 3 - ; >
ja vast. pisteen —4 etaisyys origosta on 4. b) Pis-
teen 5 etdisyys pisteestd 1 vast. =3 on |5 — 1| =4ja|5 - (-3)| = 8.

Pisteiden a ja b vilisen janan pituus eli pisteiden a ja b etdisyys on
Ia—bl—{ a—b, kuna—b >0
“|-(a-b), kuna—b <0’

_{a—b, kuna—b =>0elikuna = b
“b—aq, kuina—b <Oelikuna<b "

a>b: a < b:

v

v
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Esimerkki 2  Pisteiden x ja 2 vélisen janan pituus on |x — 2|.
Jos x = 2, niin janan pituus on x — 2 ja jos x < 2, niin janan pituus on
2 — x, siis

x—2, kunx —2 > 0,elikunx > 2
|x — 2] ={—(x — 2), kunx —2 < 0,elikunx < 2 .
=2—-x
x =2 X —2
A
[ : >
2 X
x <2: 72— x
A
[ ] >
X 2

Esimerkki2 Maaritd ne lukusuoran pisteet x, jotka ovat a) etdisyy-
delld 3 pisteesta 1 ja b) etdisyydella 4 pisteestd —1.

a) -3 3

-5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
'\_/ \_/V
b) —4 4

v

x—1=3, kunx>1 {x=4

a) siis [x — 1] =3 ﬁ{—(x—1)=1—x=3,kunx<1 x=-=2

x=3
x=-=5

Esimerkki 3  Ma&arita ne lukusuoran pisteet x, joilla a) [x — 2| > 3 ja
b) |x — 2| < 0,8. Huomaa onko yhtdsuuruus mukana vai ei!

b) Siis x — (—1) = 4 tai —(x — (-1)) = 4 = {

—~—~

| | | | | | | ? | | »

| | | | | | | | | =

-2 -1 0 1W3 4 5 6 7
a)x >5taix < -1 b)1,2<x<28.



POLYNOMIFUNKTIOTJA -YHTALOT, MAA2
Yhtalot ja epayhtalot
Yleista
Maaritelma, lauseke:
Merkittya laskutoimitusta, jossa on yksi tai useampi tuntematon
(x,y,2,t,...) tai pelkkda lukua sanotaan lausekkeeksi.

Esimerkki

x —2, 5x + 7, xt—a+3, 18,4

Maaritelma, yhtalo:
Kun kaksi lauseketta asetetaan yhtasuuruusmerkillda = yhtdsuuriksi,
saadaan yhtdlo.

Esimerkki
5x — 2 = 4x, V3x=x2-1

Yhtalot sisaltavat muuttujan, usein x, ja sitd muuttujan x arvoa, joka
toteuttaa yhtalon sanotaan yhtalon ratkaisuksi eli yhtalon juureksi.

Huomautus
Yleisesti muuttujina kdytetaan aakkosten loppupdan kirjaimia x,y, z, ...
ja vakioina aakkosten alkupaan kirjaimia a, b, c, ... . Toki poikkeuksia on.

Esimerkki
S5x — 2 = 4x, x = 2 toteuttaa tdman yhtalon
5:2—-2=4-2
10—-2=28
8=8

Identtisesti tosi —yhtal6 toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla, V x € R.
Identtisesti epditosi —yhtdlo ei toteudu milldaan muuttujan x arvoilla,
A x € R. Yleisesti kdytossa olevat kvanttorit:

kaikilla, jokaisella =V (eng. "all”), on olemassa = 3 (eng. "exist”)

Yhtdlon ratkaisemisella tarkoitetaan kaikkien ratkaisujen etsimista. Tal-
[6in kdytetadn sieventdamista, nollan lisdamista (esim. +5 — 5), ykkosel-

I kertomista (esim. —2 -(_—12)), laskulakien kayttoa jne.
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Esimerkki Ratkaise yhtdlo 5x — 2 = 4x.

[+2 =0 |—4x
5x —2 =4x 5x—2+2=4x+2 'S x=2

ekvivalenssinuoli

Useimmiten yhtalot ratkaistaan allekkain laskemalla, siis

5x — 2 =4x | + 2, —4x
S5x—4x =2
x=2

Molempia tapoja saa kayttds, suositus on “allekkain” -menettelylla.

Maaritelma, epayhtalo:
Kun kahden lausekkeen viliin kirjoitetaan <,>, <, > tai #, saadaan
epdyhtdlo.

Esimerkki
5x — 2 > 4x, V3x #x2 -1

Ensimmaisen asteen yhtalo POLYNOMIFUNKTIOT
sse e o JA -YHTALOT, MAA2
Madritelma:

Yhtal6a, joka on tai voidaan sieventaa muotoon
ax+b =0, a,b €R, a#0
sanotaan lineaariseksi eli ensimmaisen asteen yhtaloksi.

Lineaarinen = "linearis”(lat.) = viivoista tehtya. Yhtdlon kuvaaja on suo-
ra, eli muuttujan x aste on yksi.

Ensimmaisen asteen yhtalo voidaan ratkaista kahdella tavalla:

- algebrallisesti, kirjan esimerkit (sievennykset jne.),

- graafisesti, kirjan esimerkit (piirretdan suora = etsitdaan suoran ja
x-akselin leikkauskohta).

Molemmat tavat pitda osatal

Esimerkki Ratkaise yhtlot _Z?x = 3chja 7x3_2 — 7x2+1 = 0. Tehd&in
algebrallisesti. Graafisesti koneella.
Palautetaan mieleen, etti muotoa = = = olevasta yhtadlosta paastaan

a_¢
a? cd
eteenpadin “ristiin kertomalla”, siis 553 S ad = cb, kun b,d # 0.



Tatad hyddyntden saa- ﬁ& _3x
daan: 5 4
4-(—2x)=5-3x
—8x = 15x
0=23x
x=0

7x—2 7x+1
— =0

| > nédin voidaan siis
tehda (miinuksen voi siir-
taa osoittajaan tai nimit-
tajaan, mutta ei molem-
piin).

Tapana on antaa vastaus

muodossa x =jotain, eika
jotain = x, mutta ei valia.

3 2
7x—2 Tx+1 |
3 T >

Huom! Sulut, eli 2:-(7x=2)=3-(7x+1)

koko osoittaja pi- 14x — 4 = 21x + 3

|

taa kertoa! Ty =7 | = (=7)

x=-1
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