FUNKTIOT JA —YHTALOT 1, MAA2

Reaalinen lukualue

Millainen on luku, jossa on pddttymdton ja jaksoton desimaalikehi-
telma? Onko sellaisia?
Tarkastellaan Pythagoraan lauseesta saatavaa yksikkonelion lavistajaa,

lukua 12 + 12 = x2 = x = /2. Millainen on V2 lukuna? Onko se
luonnollinen, kokonais- vai rationaalinen luku?

Mita ilmeisemmin luku v2 \
ei ole ainakaan luonnol- \
linen luku tai kokonaisluku \
(pituus nayttaisi olevan \
vkkdsen ja kakkosen valil- |
|d). Entapa rationaalinen

luku?




Maaritelma, Irrationaaliset luvut:
Irrationaaliset luvut ovat lukuja, joiden desimaalikehitelma on

pddttymdtén ja jaksoton. Esim. 2 ~ 1,414 213 ... on irrationaaliluku.
Maaritelma, Reaaliset luvut:

Reaalisten lukujen joukko R (Real numbers) muodostuu rationaali- ja
irrationaaliluvuista. Reaaliluvut voidaan samaistaa lukusuoran pistei-
siin eli jokaista reaalilukuja vastaa tietty yksikasitteinen lukusuoran
piste. Sanotaan, etta reaaliluvut peittavat lukusuoran “aukottomasti”.

-6€Z  -111.=-1;€Q 5€N

-7 -6 -5-4-3-2~+10 1 2 3 4 5 6 7
I | | | |‘|«| I)

I 2 I D AR
T T| || ] T |
—V11l =~ —-3,316... € R m~3141..€R

Irrationaaliluvut, kuten /2 tai 7, ovat tarkkoja ja tasmallisia arvoja.
Irrat.luvuille voidaan muodostaa mielivaltaisen tarkkoja rationaalisia
likiarvoja, joiden avulla mddritetéddn laskutoimitukset irrat.luvuille!



Lause eli teoreema (Theorem), reaalilukujen laskulakeja:

1. Yhteenlaskun vaihdantalaki

2.

3
4.
5
6

Kertolaskun vaihdantalaki
Osittelulaki

Yhteenlaskun liitantalaki
Kertolaskun liitantalaki

Tulon nollasaanto

a+b=b+a

ab = ba
a(b+c)=ab+ ac
a+(Mb+c)=(a+Db)+c
a(bc) = (ab)c.

ab =0 joss a=0taib=0

joss = jos ja vain jos (yleinen lyh.)

Eli taysin samat kuin rationaalilukujen! Liitantalain nojalla summa ja

tulo merkitaan ilman sulkuja, siis

a+b+c)=(a+b)+c=a+b+c
a(bc) = (ab)c = abc



Maaritelma, vasta- ja kdédnteisluku:
Reaaliluvun a ja sen vastaluvun — a summa on nolla

a+(—a) =0.
Sanotaan, etta nolla on yhteenlaskun neutraalialkio. Nollan lisaamisel-
|3 ei ole vaikutusta reaalilukuun a: a+0=a.

Reaaliluvun a (a # 0) ja sen kddnteisluvun - tulo on yksi

1
a-—=1.
a
Sanotaan, etta ykkonen on kertolaskun neutraalialkio. Ykkosen kerto-
misella ei ole vaikutusta reaalilukuun a: a-1=a.

Esimerkki 1:
a) Luvun —6 vastaluku on 6, koska (—6) + 6 = 0. Muista: —(—6) = 6.

17 6 17

b) Luvun kaanteisluku on , koska - = 1.
17T 6 17w 6
. 1 17
Muista: — =

— 6
171



Lause, vastaluvun ominaisuuksia:

/ vastaluvut \

a — 0 —a
1. Luvun vastaluvunvastalukuon —(—a)=a
luku itse
2. Summan vastaluku on vasta- —(a+b) =(—a) + (—b)
lukujen summa =—a—>b
3. Vahennyslaskun maaritelma a—b=a+ (-b)
4. Tulon merkkisaannot a(—b) = (—a)b = —ab
(—a)(=b) = ab

5. Erotus osittelulaissa a(b—c) =ab —ac



Lause, kddnteisluvun ominaisuuksia:

/ kdanteisluvut \

kaanteisluvut

1. Nollasta eroavan luvun a kaanteisluvun

kaanteisluku on luku itse

2. Tulon ab kaanteisluku on kaanteis-
lukujen tulo

0
a
=qa, a¥0
1 1
T a b



Reaalilukujen jarjestys:

Kahdelle reaaliluvulle x ja y patee tasmalleen yksi seuraavista kolme-

sta vaihtoehdosta:

1. a <b: Talloin luku b on lukusuoralla luvun a oikealla puolella
jaerotusb—a >0taia—b <O0.

_—

a b
2. a=b: Talléin luku b on sama luku kuin luku a ja lukusuoralla

ne vastaavat samaa pistetta. Erotus b —a = 0.

- 5

a=>
3. a>b: Talloin luku b on lukusuoralla luvun a vasemmalla
puolellajaerotusb —a < 0taia—b > 0.

—

b a
Vastalukujen jarjestys kaantyy, eli a > b jos ja vain jos —a < —b. Siis
7 > 5jos ja vain jos —7 < —5. Tama on tosi, OK.



Lukusuoran valit: Niiden reaalilukujen joukko, jotka ovat

1. Suurempia tai yhta suuria kuin a ja pienempi tai yhta pienia kuin b
merkitaan lukusuoralla (huomaa tummennetut paatypallot).

— >
a b

Kyseista valia merkitaan myos kaksoisepayhtalolla a < x < b tai
valin merkinnallad [a, b] eli x € [a, b].

2. Mikali toinen paaty ei kuulu valiin, merkitaan avonainen paatypal-

lo.

———¢ >

a b
Kaksoisepayhtalomerkintdnd a < x < b ja valimerkintana |a, b].

3. Mikali tarkastellaan puolidaretonta valia, esim. x < b, niin valimer-
kinnassa kaytetaan dareton-symbolia (ei ole luku!) |—oo, b|.

—_—m >

b




Maaritelma, itseisarvo:
Reaaliluvun x itseisarvo | x| ilmoittaa luvun etdisyyden origosta.

Positiivisen luvun itseisarvo on luku itse. Negatiivisen luvun itseisarvo
on luvun vastaluku. Nollan itseisarvo on nolla. Eli

etaisyys
|X|_TX;OT—{ X, kun x = 0,
—X, kun x < 0.
|—6] = —(=6) =6 |6] =6 |Itseisarvo = etdisyystulkinta
—6 0 6

Esimerkki 2:
a) Luvun —6 itseisarvo |—6| = —(—6) = 6, koska —6 < 0.

b) Luvun 6 itseisarvo |6] = 6, koska 6 > 0.



Esimerkki Sievenna a) [2x + 1] b) |\/§x — 2|

a)
12x + 1|
2x+1, kun2x+1=>0,eli2zx>—lelix>—
- {—(Zx + 1), kun2x +1<0,eli 2x < —1lelix < —%
siis
2x + 1, kun x > —2
12x + 1| = { i |
—2x — 1, kunx < —5
b)

<|

73 V3x — 2, kun\/_x—2>0e11\/_x>2ehx>—
X —2|=
| | —(\/§x—2), kun\/_x—2<0e11\/_x<2ehx<—

<|

Siis
( V3x — 2, kun x > =
\—\/§x+2, kunx<— |

a

|\/§x—2|=<

<I



Huomaatko mita maaritelma sanoo?

Maaritelma, itseis

Siis

|"jotain"

Esimerkki

x-31-

arvo:
x| = { kun x = 0,
- kun x < 0.
= { "jotain”, kun se "jotain" = 0,
~ (—("jotain"),  kun se "jotain" < 0.

—
N -

kuinx —3 > 0,eli kunx = 3,
kuinx —3 < 0,eli kun x < 3.

kunx + 3 > 0, eli kun x > —3,
kunx + 3 < 0,eli kun x < —3.



Itseisarvo etaisyytena

Jos kutsutaan luvun x lukusuoralla olevaa vastinpistetta pisteeksi x,
niin itseisarvo |x| ilmoittaa pisteen etdisyyden origosta.  |x| = |x — 0|

A

Esimerkki 1 a) Pisteen 3 etaisyys origosta on 3 x o
ja vast. pisteen —4 etaisyys origosta on 4. b) Pis-
teen 5 etdisyys pisteestd 1 vast. —3 on |5 — 1| =4ja|5 - (-3)| = 8.
Pisteiden a ja b valisen janan pituus eli pisteiden a ja b etdisyys on
|a—b|_{ a—>b, kuna—b =0
~ (—(a-b), kuna—b <0’
_{a—b, kuna—b = 0elikuna = b
(b —aq, kuna—b <O0Oelikuna<b
a = b: a < b:
a—>b b—a
A A
( \ (f \
I — f —
b a a b



Esimerkki2 Pisteiden x ja 2 vélisen janan pituus on |x — 2.
Jos x = 2, niin janan pituus on x — 2 ja jos x < 2, niin janan pituus on
2 — X, Siis

X — 2, kuinx —2>20,elikunx = 2
|x = 2| = :(x—Zz, kinx —2<0,elikunx <2 .
=2—x
X =2 X —?2
A
- ] >
2 X
x < 2: 2 _
A
[ A >



Esimerkki 2 Maarita ne lukusuoran pisteet x, jotka ovat a) etdisyy-
dellad 3 pisteesta 1 ja b) etdisyydella 4 pisteesta —1.

a) -3 3
| | | | | | | | | | >
| | | | | | | | | |
-5 —4 —3 —2 —1 0 1 2 3 41
b) — e S——— Y
—4 4

— — > =
x—1=3, kunx_l:{x 4

a)Siis|[x —1|=3 = {_(x_l)zl_x=3, kunx < 1

x =3

b) Siis x — (—1) = 4 tai —(x— (—1)) =4 = {x _ e

Esimerkki3 Ma&arita ne lukusuoran pisteet x, joilla a) |[x — 2| > 3 ja
b) [x — 2| < 0,8. Huomaa onko yhtdasuuruus mukana vai ei!

| | | | | | | | >
L 5 A AT
a)x >5taix < —1 b)12<x<28.




Yhtalot ja epayhtalot
Yleista
Maaritelma, lauseke:
Merkittya laskutoimitusta, jossa on yksi tai useampi tuntematon
(x,v,2z,t,..) tai pelkkaa lukua sanotaan lausekkeeksi.

Esimerkki

x— 2, 5x + T, %xz —a+ 3, 18,4

Maaritelma, yhtalo:
Kun kaksi lauseketta asetetaan yhtasuuruusmerkilla = yhtasuuriksi,
saadaan yhtalo.

Esimerkki
5x — 2 = 4x, V3x =x2 -1

Yhtalot sisaltavat muuttujan, usein x, ja sita muuttujan x arvoa, joka
toteuttaa yhtalon sanotaan yhtalon ratkaisuksi eli yhtalon juureksi.



Huomautus
Yleisesti muuttujina kaytetaan aakkosten loppupaan kirjaimia x, v, z, ...
ja vakioina aakkosten alkupaan kirjaimia a, b, c, ... . Toki poikkeuksia on.

Esimerkki
5x — 2 = 4x, x = 2 toteuttaa tdman yhtalon
5:2—2=4-2
10—2=28
8=28

Identtisesti tosi —yhtald toteutuu kaikilla muuttujan x arvoilla, V x € R.
Identtisesti epdtosi —yhtalo ei toteudu milladan muuttujan x arvoilla,
A x € R. Yleisesti kdytossa olevat kvanttorit:

kaikilla, jokaisella =V (eng. ”all”), on olemassa =13 (eng. "exist”)

Yhtalon ratkaisemisella tarkoitetaan kaikkien ratkaisujen etsimista. Tal-

|0in kaytetaan sieventamistd, nollan lisaamista (esim. +5 — 5), ykkosel-
1

|3 kertomista (esim. —2 -
(-2)

), laskulakien kayttoa jne.



Esimerkki Ratkaise yhtalo 5x — 2 = 4x.
|+2 =0 |—4x

5x—2=4/x@ Sx—2+2=4x+2 & x =2
ekvivalenssinuoli

Useimmiten yhtalot ratkaistaan allekkain laskemalla, siis

5x — 2 = 4x | + 2, —4x
5x —4x = 2
X =2

Molempia tapoja saa kayttaa, suositus on “allekkain” -menettelylla.

Maaritelma, epayhtalo:
Kun kahden lausekkeen valiin kirjoitetaan <, >, <, > tai #, saadaan
epdyhtdlo.

Esimerkki
5x — 2 > 4x, V3x #x2 -1



Ensimmaisen asteen yhtalo POLYNOMIFUNKTIOT
JA -YHTALOT, MAA2

Maaritelma:
Yhtaloa, joka on tai voidaan sieventaa muotoon

ax +b =0, ab € R, a+0
sanotaan lineaariseksi eli ensimmaisen asteen yhtaloksi.

Lineaarinen = "linearis”(lat.) = viivoista tehtya. Yhtalon kuvaaja on suo-
ra, eli muuttujan x aste on yksi.

Ensimmaisen asteen yhtalo voidaan ratkaista kahdella tavalla:

- algebrallisesti, kirjan esimerkit (sievennykset jne.),

- graafisesti, kirjan esimerkit (piirretdan suora = etsitddan suoran ja
x-akselin leikkauskohta).

Molemmat tavat pitaa osata!

Esimerkki Ratkaise yhtalot — 25x 34xja 7x3_2 — 7x2+1 = 0. Tehdaan

algebrallisesti. Graafisesti koneella.
=§ olevasta yhtalosta paastaan

< ad =cb,kunb,d # 0.

Palautetaan mieleen, etta muotoa

| =ie

e Les . a Cc
eteenpain “ristiin kertomalla”, siis s =



Tatd hy6dyntden saa- r2x_3x | > néin voidaan siis

daan: 5 4 tehdi (miinuksen voi siir-
4-(—2x) =5-3x taa osoittajaan tai nimit-
—8x = 15x tajaan, mutta ei molem-

0 =23x piin).

x=0 Tapana on antaa vastaus
muodossa x =jotain, eika

jotain = x, mutta ei valia.
7x—2 Tx+1 .

3 2
3 3 >
Huom! Sulut, el 2-(7x—=2)=3-(7x+1)
koko osoittaja pi- 14% — 4 = 21x + 3
t53 kertoal
aa kertoa 7 ‘ < (=7)

x =—1



Prosenttilaskentaa

Maaritelma, Prosentti:
Prosentti, merkitaan symbolilla %, tarkoittaa sadasosaa. Siis

1% = 1 = 0,01 424(y—42’4—0424 0 = P
*T100 T 00 T T PAT

100
Huomaa, etta prosentti otetaan aina jostakin. Luvut 1,42,4 ja p ovat

nimeltaan prosenttilukuja.

Maaritelma, Promille:
Promille, merkitaan symbolilla %o, tarkoittaa tuhannesosaa. Siis

1 p
1%0 = —— = 0,001 %o = ———
%00 = 1000 = VOOL PYe = 10005
Esimerkki 1:
Kuinka paljon on 21% luvusta 836? VASTAUS: 1%10 836 = 175,56.

Yleisesti patee:

p% luvusta a on% - Q.



Esimerkki 2a:

Kuinka monta prosenttia luku 35 on luvusta 78?
VASTAUS: % = 0,4487179, eli prosentteina 44,871794% = 44,9%.

Prosenttiluku on 44,9.
Kuinka monta prosenttia luku 78 on luvusta 357

VASTAUS: Kuten edelld g = 2,2285714 , eli prosentteina
222,857142% =~ 223%. Prosenttiluku on nyt 223.

Yleisesti patee:
a
Luku a on 5 - 1009% luvusta b.
Esimerkki 2b:

Usein lasketaan annetun prosenttiluvun maaraama osuus kokonai-
suudesta. Esimerkiksi jos liuoksen sokeripitoisuus on 15%, niin

230g:ssa liuosta on sokeria %- 230g = 0,15-230g = 34,5g. Lukua

230 g sanotaan perusarvoksi ja tuloksena saatua lukua 34,5g
sanotaan prosenttiarvoksi.




Esimerkki 3:
Mika luku on 5% suurempi kuin luku 307? Toisin sanoen: Luku 30

kasvaa 5%. Mika on tima luku? VAST.: 100;5 .30 = 1,05-30 = 31,5.

Luku 1 + % on muutoskerroin, esimerkissa siis luku 1,05.

Yleisesti patee:
L . 0 1 1
Luku (1 + 100) a on p% suurempi kuin luku a.

Esimerkki 4:
Mika luku on 5% pienempi kuin luku 307 Toisin sanoen: Luku 30
vahenee 5%. Mika luku on tuloksena?

VASTAUS: 272,30 =0,95-30 = 285. Luku 1 —-" on muutos-
100 100

kerroin, esimerkissa siis luku 0,95.

Yleisesti patee:
P\ 0/ .
Luku (1 — —100) a on p% pienempi kuin luku a.




Esimerkki 5:
Kuinka monta prosenttia luku 7 on suurempi kuin 4? Toisin sanoen:
Kuinka monta prosenttia luvun 4 taytyy kasvaa, jotta saadaan luku 77?
VASTAUS: On kaksi tapaa.
a) Verrataan kyseessa olevien lukujen erotusta 7 —4 =3 alku-
peraiseen arvoon 4 (kuin — sanan jalkeen oleva luku). Siis
u- 100% = E 100% = 75%.
4 4
b) Verrataan suoraan kyseisia lukuja toisiinsa, suurempi jaetaan
pienemmalla ja lopuksi vahennetaan 100% eli yksi kokonainen
alkuperdisestd luvusta (vain suurempi — osuus tarkastelussa). Siis

7
i 100% = 175%, joten  175% — 100% = 75%.

Yleisesti patee, f kuna > b > 0:

Luku a on P 100% suurempi kuin luku b.




Esimerkki 6:

Kuinka monta prosenttia luku 4 on pienempi kuin 7? Toisin sanoen:

Kuinka monta prosenttia luvun 7 taytyy vahentya, jotta saadaan 47?

VASTAUS: On kaksi tapaa.

a) Verrataan kyseessa olevien lukujen erotusta 7 —4 =3 alku-
peraiseen arvoon 7 (kuin — sanan jalkeen oleva luku). Siis

7—4 3
— 100% = = 100% = 42,857142% =~ 43%.

b) Verrataan suoraan kyseisia lukuja toisiinsa, pienempi jaetaan
suuremmalla ja lopuksi saatu tulos vahennetaan 100%:sta eli
alkuperdisestd luvusta (vain pienempi — osuus tarkastelussa). Siis

4
=+ 100% = 57,142857%,  joten

100% — 57,142857%, = 42,857142% =~ 43%.

Yleisesti patee, [ kuna > b > 0:

Luku b on - 100% pienempi kuin luku a.




Vertailuprosentit siis ilmoittavat, kuinka monta prosenttia luku on
pienempi tai suurempi kuin toinen luku. Koska prosentti on suhdetta
ilmaiseva luku, niin perusarvona (-lukuna) on aina vertauskohde eli se
arvo (luku), johon verrataan.

Huom/Muista:

Prosentuaalinen muutos lasketaan aina alkuperaisesta arvosta. Jos
esimerkiksi hinta nousee ensin 12% ja sitten laskee 12%, niin tulos ei
ole sama kuin alkuperainen hinta.

Esim. Polkupyora maksaa 120<€. Hinta nousee 12%, eli uusi hinta on
talloin 120€ - 1,12 = 134,4€. Tassa alkuperainen arvo on siis 120€.
Hinta laskee sitten 129%, eli uusi hinta on talloin 134,4€ - 0,88 =
118,272€. Alkuperainen arvo (=hinta) on nyt 134,4€!

Prosenttiyksikko:
Suureen muutos voidaan esittaa prosentteina. Jos itse prosenttiluku
muuttuu (esim. lainan korkoprosentti 8 %:sta 10 %:iin), niin muutos

voidaan ilmaista joko prosentteina %- 100% = 20% tai prosentti-
yksikkoind eli prosenttilukujen erotuksena 10% — 8% = 2%.



Esimerkkitehtava ALV:
Suomessa arvonlisavero on vero, jonka kuluttaja maksaa esim. ruuasta
ja joistakin palveluista (parturi/kampaaja jne.)

Arvonlisavero lasketaan verottomasta hinnasta ja se lisataan aina verot-
tomaan hintaan. Siis
MELESEINE

e R
hinta

1) Kirjan myyntihinta muodostuu perushinnasta ja siihen lisatysta 8 %:n
ALV:sta. Kuinka paljon arvonlisaveroa sisaltyy 9,90 euroa maksavan op-
pikirjan hintaan? (PM 1/tehtava 134)

Kuluttajan

2) Elintarvikkeen myyntihinta muodostuu perushinnasta ja siihen lisa-
tysta 17 %:n arvonlisaverosta. Kuinka monta prosenttia elintarvikkeen
hinnasta on arvonlisdveroa? (PM 1/tehtava 141)



RATKAISUT
1) Siis perushinta + ALV = myyntihinta. Koska ALV lasketaan aina perus-

hinnasta, niin saadaan yhtalo (merkitaan x:11a perushintaa)
x-1,08 =9,90%€
x =916 €
— ALV=990€-9,16€ =0,73 €

2) Olkoon x perushinta, jolloin ALV:n on 0,17x ja myyntihinta 1,17x.

Talloin ALV:n osuus on
0,17x 0,17

1,17x 1,17

= 0,14529.. 2 145%.



Esimerkkitehtava esim. kokeessa:

Jattilaiskurpitsan massa on 100kg, josta veden osuus on 99%.
Kurpitsa jai vahingossa aurinkoon, jolloin se kuivui (vetta haihtui).
Lopulta kurpitsassa oli enaa 98% vetta. Mika oli kurpitsan massa

talloin?




Esimerkkitehtava esim. kokeessa:

Jattilaiskurpitsan massa on 100kg, josta veden osuus on 99%.
Kurpitsa jai vahingossa aurinkoon, jolloin se kuivui (vetta haihtui).
Lopulta kurpitsassa oli enaa 98% vetta. Mika oli kurpitsan massa
talloin?

RATKAISU Massa 100kg = 100% ALUSSA
vesi 99% = 99kg muu 1% = 1kg ALUSSA
TARKEA OIVALTAA! I
vesi 98% =" 49kg muu 2% = 1kg LOPUSSA

Jos siis 2% eli kaksi sadasosaa on 1kg, niin talléin 100% eli sata
sadasosaa on 50 kertaa kaks sadasosaa eli 50 - 1kg = 50kg.
Siis vetta haihtui 50 kiloa! Veden loppumassa on 0,98 - 50kg = 49kg.

—

Massa 50kg = 100% LOPUSSA



FUNKTIO

Maaritelma, funktio:
Funktio on sddnté/vastaavuus, joka liittda jokaiseen muuttujan x sal-
littuun arvoon tdsmdlleen yhden arvon y. Tama saantd/vastaavuus

voidaan usein esittaa muuttujan x lausekkeena.
Sama uudestaan.

Funktio f maarittelyjoukosta A maalijoukkoon B on sddnté/vastaa-

vuus, joka liittaa jokaiseen muuttujan x sallittuun arvoon (maarittely-

joukosta A) tdsmdélleen yhden arvon y (maalijoukosta B).

Arvoa y € B kutsutaan muuttujan x € A kuvaksi (kuvapisteeksi) ja sita

merkitddan y := f(x).

Matemaattinen merkinta
fiA->B, x—y:=f),

joka luetaan: “"Funktio f joukosta A joukkoon B siten, etta alkio x ku-

vautuu alkioksif (x), joka maaritellaan y:ksi.”

Huomautus Tama sdantod/vastaavuus esitetdan siis usein muuttujan
x lausekkeena, katso esimerkit. Mutta ei aina.

Sanotaan, etta y on x:n funktio.



Merkintoja a) Funktiota merkitaan kaunokirjaimilla, esim.

f g, h, A, V,jne.
b) Funktion arvoa muuttujan arvolla x merkitaan

f(x), g(x), h(x),  A(r), V(r), jne

Al sekoita edellisid merkintoja keskendan! Siis f, g, h jne. ovat funk-
tioitaja f(x), g(x), h(x) ovat arvoja. Monissa oppikirjoissa on teks-
tia: ...funktio f(x) sitd ja tatd.., mikd on vaarin sanottu. Pitdisi olla:

..funktio f sita ja tata....
mista-mihin  ”kyvautua”-nuoli

c) Matemaattiset merkinniit/ /

/,f}Ael;, 3;|—>y:=/f(x) :\Zx—4yx3—3}

funktio muuttuja lauseke, josta funktion

mé-:iérittely- -maali— funktion arvo f arvot maaritetaan
joukko joukko

Lisdksi merkinta y := f(x) tarkoittaa, ettd suure y on maaritelty lau-
sekkeen f(x) kautta.

d) Muuttujasta kdytetaan toisinaan vanhahtavaa nimitysta argumentti.



Esimerkki a) Lausekkeen 2x — 6 avulla muodostetaan funktio

fif(x)=2x—6.

Laske taman funktion arvot kohdissa 0, 1, 2, 3, a, a + 2.
Taulukoidaan: . f) —2x-6

0 2:0—6=—6

1 2:1—6=—4

2 2:2—6=-2

3 2:3—-6=0

a 2-a—6=2a—6

a+2 2-(a+2)—6=2a—2

Havaitaan, etta muuttujan arvo x = 3 on funktion f nollakohta, koska

f(3)=2-3-6=0.
n
b) Olkoon
1 1
g:Z, > R,, nl—>£+n2—1 2
talloin Ei onnistu, sill3
r¢Z, —T1T—>»T

1
=—4+n¢-—-1
gn) i

1/1+12-1=1

1/2+22-1=35

1/3+3%—1=8,333

?




Edellisen esimerkin myota on syyta tarkastella joukkoja (ja merkint6ja)
lisaa
Lisaa merkintoja Funktiota havainnollistetaan usein (topologises-

ti) piirroskuvioin ja kuvaajien eli graafien avulla.
Arvojoukko, A

‘ /

., B ¥ f(A)
y = f(x)

Maarittelyjoukko, M (eli Idht6joukko) Maalijoukko

Maarittelyjoukkoa merkitddn M. Arvojoukko, merkitaan f(A) tai Ay,
on aina maalijoukon B osajoukko (se voi siis olla koko B). Siis

f(A) € B, fA) =A;={y €B|y=f(x)jollakin x € A}.

Esimerkki a) Olkoon f:R - R, x — x2, jolloin f(R) = [0, oo].
b) Olkoon f:R - R, x — f(x) =1, Vx € R. Talldin funktion f ku-
vajoukko on yhden alkion joukko, siis f(R) = {1}.



Lahtd- ja maarittelyjoukko asetetaan usein samaksi tai on sama. Jos

tarkastellaan funktioperhetta (eli useita funktioita), niin talléin voi-
daan sanoa, etta kaikille funktioille 1ahtojoukko on esim. A = R, mut-

ta esim.
J\/[f1 = R,, ]\/[f2 =R =24, ]V[f3 ={x€eA | x > —1000},

Me, =R =4, jne.

lahtopuoli maalipuoli

Tama osa joukosta
A ei kuvaudu funk-
tiossa f mihinkaan.



Lahtojoukko ja maarittelyjoukko seka maalijoukko ja kuvajoukko:

Esimerkki: Tarkastellaan funktiota f: R > R,x +— y = = Tasta
nahdaan suoraan lahto- ja maalijoukot. y=f(x)]
7.
lahto— maali—
jOU.kkO jOUkkO kuvautuu 1 6
o) o) —~—
fi R - R , N e 5 |
X
4 -

Lihtsjoukko: R ol
M = Madrittelyjoukko: R\{0}

kuvataan vaaka-akselille

Maalijoukko: R
Ar = Arvojoukko: R\{0}

kuvataan pystyakselille

Joukoille péatee: My C A, usein My = A ja f(A) = Ar € B aina. Kuvajoukolle
f(C), kun C S A voidaan kirjoittaa f(C) ={y € B |y = f(x) jollekin x € C}.



Arvojoukko,

”Range”

Maarittelyjoukko,
"Domain”



Maaritelma, reaaliarvoinen funktio, reaalifunktio, vektoriarvoinen

funktio:
Reaaliarvoinen funktio on funktio, jonka maalijoukkona B on R (arvo-

joukon ei tarvitse olla koko R). Esimerkiksi
T T

f: ]_E’E[_)R' f(x) =tanx .

Reaalifunktio on funktio, jolla seka maarittely- etta maalijoukko koos-
tuvat reaaliluvuista, siis

gR->R,  g(x) =x3.
Lisdksi on olemassa mm. vektoriarvoisia funktioita (joita ei lukiossa
juuri kasitella), esimerkiksi

fi:A->RXR, a— (a? + 2, —/a + n).

Maaritelma, implisiittinen ja eksplisiittinen muoto:
Implisiittinen eli "ratkaisemattomassa muodossa oleva” funktio on

muotoa
xy—1=0 TAI x—2y+3=0, jne.



Eksplisiittinen eli "ratkaistussa muodossa oleva” funktio on muotoa

1 x+ 3
y=f@) == TAl y=f@)="—-,

(Tama lahinna tiedoksi, jos sanat tulevat vastaan. Ei kysyta kokeessa.)

jne.

Esimerkki Kuvaako nuolikuvio jotain funktiota?
a) b) A .
A - A
4 ) B _2\ T
1 — ( 5 ‘ —1 » 1
3 —1 0 > 0
5 1 //) 4
\ Y, 5 —
\ Y,

a) Ei ole, koska 5 kuvautuu kahdeksi eri arvoksi 2 ja 4. b) On, osoittau-
tuu, ettd y = x2. ¢) On, osoittautuu ettd luku y € B on luvun x € 4
numeroiden summa.



Yhteenvetona voidaan todeta, etta funktiota esittavassa "nuolikuvios-
sa” lahtojoukon alkioista saa lahtea vain yksi nuoli (...tasmalleen yhden
arvon...), mutta maalijoukon alkioon voi osua useampi nuoli.

Pystysuoralla suoralla saa olla vain yksi leikkauskohta funktion kuvaa-
jan kanssa.

OK OK OK RR
y4 y4 |y=f(x)
y ::’]{x) </
/ R .
//
\

Kayrda y = f(x) on jonkun Kayrd y = f(x) ei ole minkaan
funktion kuvaaja. funktion kuvaaja.



