Matematiikan kurssikoe, Maa2 — Polynomifunktiot- ja yhtalot - RATKAISUT Sievin lukio
Keskiviikko 9.1.2019

VASTAA KAIKKIIN A-OSION TEHTAVIIN (1-2) ABITTIIN JA VALITSE B-OSIOSTA KOLME TEH-
TAVAA TEHTAVISTA 3-7! YHTEENSA VIITEEN TEHTAVAAN SAA VASTATA! B-OSIOSSA SAAT
TARVITTAESSA VASTATA PAPERILLE ELLEI ERIKSEEN MAINITA ABITTIIN VASTAAMISESTA.
AINEISTOT-OSION TAULUKKOTIETOJA SAA KAYTTAA.

LASKINOHJELMISTOJA SAA (PITAA) KAYTTAA, MUTTA MUISTA PERUSTELLA NIIN PYYDET-
TAESSA! (Muutama TI-komento I6ytyy aineistosta.)

A-o0sa/ Del A

1. Vain yksi vaihtoehto on oikein! (12 p)

1.1 Maarita lausekkeen
x(x—2)2-22-x)2+x)

toisen asteen termin kerroin.
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1.2 Tulon nollas&énto on
@ Tulo on nolla tasmélleen silloin, kun ainakin yksi tulon tekijoista on nolla.
Tulo on nolla vain silloin, kun ensimmainen tulon tekijéista on nolla.
Ehdosta tulo on nolla seuraa, etté ainakin yksi tulon tekijoista on nolla.

Ehdosta ainakin yksi tulon tekijoistd on nolla seuraa, etté tulo on nolla.

1.3 Funktion f: f(x) = ax? + bx + ¢ kuvaajan (katso kuva) perusteella
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1.4 Taydenna puuttuvat kohdat:

(4 —-3x)3 = —144x+108x%2+__
“ 12ja—9x3 ® 64ja—27x°
© _36ja—x3 © 36ja—27x
© _12ja+9x

1.5 Tiedetaan, etta binomi x + 3 jakaa polynomin P(x) = x° — x* — 9x3 + 13x2 + 8x — 12. Mika seuraa-

va vaite on tosi?

“ P@®=0 ® p=3)=0
“ p@) <o “ p=3)<o0
© p=3)>0

1.6 Milla parametrin t arvolla suora y = —2tx + 3 on kasvava?
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1.7 Aseta luvut suuruusjarjestykseen.
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1.8 Ratkaise epayhtélod
—x3—x2+2x>0,

kun lauseketta vastaavan funktion kuvaaja on

0<x<1 2
x<-2ja0d<x

x<—-2ja0<x<1
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1.9 Laske

(V5 —V4)
© 9_45 A
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“ “1-2v8

1.10 Mika alla olevista vaihtoehdoista A-D vastaa kaksoisepayhtalon
1<3x+2<x+4

ratkaisua?
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1.11 Mink& funktion kuvaaja on annettuna?

60
40
20

fifG)=(x—-5)?%x-2)
fifG)=—(x—5)?%(x+2)°
fifG)=—(x+5)3x—-2)°
fifG)=—(x+5)?%(x—2)°
fif(x)=—(x+5)?%x—2)°
fif(x) = (x+5)%(x —2)?

fif(x) =—=(x+100)(x — 5)%(x — 2)?

1.12 Milla muuttujan arvoilla funktion —2x° — +/3x2 arvo on negatiivista?
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Ei milla&dn muuttujan arvoilla, koska muuttujat on korotettu parillisiin potensseihin.
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2. a) Ratkaise yhtalo perustellen. (5p)

4V3x = 1 — 4x?
b) Minka virheen Pekka on tehnyt seuraavassa epayhtalon ratkaisussa? Ratkaise epayhtalo perustel-

len. (5p)

x>1
c) Muotoile eli kirjoita tekijalause. (Voi tehda ns. selkosuomeksi, mutta suositeltavaa on kayttaa myaos
matemaattisia merkint6ja.) (2p)

a) Ratkaisukaavaa kdyttaen saadaan

4/3x=1—4x? = 4x2+4V3x—-1=0

_—4J§i\/(4ﬁ)2—4-4-(—1)__4\/§J_,\/a__4\/§i8_ V3
B 24 - 8 =— &g =~ 2%

= X
b) Pekka ei ole muistanut neljan vaiheen menetelmda toisen asteen epdyhtélon ratkaisemisessa. Lisaksi
esim. jakaessaan x:1l1&, Pekka ei muistanut sitd, ettd x voi olla nolla.
Ratkaisu (nelja vaihetta):

1.x2—x>0,0K

2.x°—x=0 2> x=0taix =1, 0K

3. Paraabeli y = x? — x aukeaa ylospain silld x?2-

termin kerroin 1 on positiivinen. Nollakohdat

x =0jax = 1. Kuvaaja >

4. x<0tail<x.

¢) Tekijalause: Binomi x — x, jakaa polynomin P jos =1
ja vain jos polynomin P arvo muuttujan arvolla x, on nolla. Siis

P(xg) =0 & (x—x0)|P(x)
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B-osa / Del B

3. Tama tehtava on vastattava abittiin!

a) Tiedetaan, etta luku 20 — 6+/11 on luvun 3 — V11 nelio. Onko vaite

20-6v11=3-+v11

totta? Perustele huolella. (4p)
b) Polynomi
Px)=x—-ax*-3x+c
on jaollinen binomilla x + 3. Lisaksi P(0) = 10. Maarita P(x) ja laske P(2) (tarkka arvo). Liita vas-
taukseesi mukaan funktion P kuvaaja jarkevasti skaalattuna. (8p)
a) Vaikka péatee
(3 -V11)" =20 — 6V11,
niin koska 3 —v11 < 3 —+/9 = 0, ei vaite ole totta. Nelidjuuri on se ei-negatiivinen luku, jonka toinen
potenssi palauttaa lakuperaisen luvun.
b) Koska P(0) = 10, niin ¢ = 10. Edelleen koska binomi x + 3 jakaa polynomin P, niin tekijalauseen no-

jalla

P(-3)=(-3)%—-a-(-3)2-3-(-3)+10=0

= —27—-9a+9+10=0 40]
8 8

= a="3 P(x):x3+§x2—3x+10

Siis 20
8

P(x)=x3+§x2—3x+10 1
jaP(Z):8+Z—2—6+1O:%z15'56_ 6 5 -4 f3 2 10 1 2 3 4 5 6
Kuvaaja > 10




4. a) Milla k:n arvoilla yhtalolla
kx> —x=1
on i) tasmalleen yksi ratkaisu, ii) ei yhtédan ratkaisua ja iii) tasmalleen kaksi ratkaisua. Muista perus-
tella joka kohta huolellisesti. (9p)

b) Jaa polynomi

x3—-x2-9x+9
ensimmaisen asteen tekijoihin. Kirjoita valivaiheet nékyviin. (Pelkk& laskimen antama vastaus antaa
yhden pisteen.) (3p)
a) i) Havaitaan aluksi, ettd muuttuja k on toisen asteen termin kerroin, joten jos k = 0, niin yhtalo sievenee
ensimmaisen asteen yhtéloksi —x — 1 = 0. Talla yhtalolla on tdsmalleen yksi ratkaisu x = —1.
Toisaalta, kun k # 0, niin maarittdmalla ne k:n arvot, joilla diskriminantti D on nolla, saa toisen asteen yh-

talo kx? — x — 1 = 0 myos tasmalleen yhden ratkaisun. Nain ollen

1 1
D=(-12-4-k-(-1)=0 = 1+4k=0 = k=-7, OK-7=*0.

S o AN e _-b_ (-1 _
Ratkaisuksi (jota tosin ei kysytd) talloin tulee x = 7e = 702

—2.

VASTAUS: muuttujan k arvoilla 0 ja —1/4.

il) Ratkaisuja ei ole, kun diskriminantin arvo on negatiivista. Siis, kun
D=(-1)?%-4k-(-1)<0 = 14+4k <0 = k<—%.

VASTAUS: muuttujan k arvoilla k < —1/4.

iii) Tasmalleen kaksi ratkaisua saadaan kun diskriminantin arvo on positiivista. Siis, kun
D=(-1)?%—-4k-(-1)>0 = 14+4k>0 = k>—%.

Lisaksi pitdd huomioida, ettad vaikka 0 > —i, niin talloin yhtalolla kx? — x — 1 = 0 onkin vain yksi ratkai-

su (yhtalo supistuu ensimmaisen asteen yhtéloksi —x — 1 = 0 = a)-kohta)

VASTAUS: muuttujan k arvoilla k > —1/4, mutta k # 0.

a) Ryhmittelykeinoa kayttden saadaan

x3—x2-9x4+9=x?x—-1)-9x-1D)=x%?-9Dx-1) =(x+3)(x—3)(x—1).



5. Maanviljelija rakentaa ladon seinan viereen kanoille suorakulmion muotoi-
sen aitauksen, jonka han jakaa vield kahteen osaan seindd vastaan koh-
tisuoralla aidalla. Katso havainnekuva . Verkkoaitaa on kaytettévissa 30
m. Kuinka seinda vastaan kohtisuoran sivun pituus on valittava, jotta koko

aitauksen ala olisi vahintaan 72 m?2?

Aitaa on kaytettdavissd 30 m ja kuvion mukaisesti
3x+y=30 X
y=30-3x
. . ) Y
Aitauksen pinta-alalle on ehto 4 >72m X
xy>72
x(30—3x)>72
X

—3x*+30x-72>0

Merkitddn f(x)=-3x" +30x —72 ja ratkaistaan funktion
nollakohdat

—3x*+30x-72=0

X_—301\;"(30)3—4-(—3)-(—72)
T 2-(-3)
~30+6
X =
6
xy=4 v x,=6
4 * 6

/ \

Kuvaajan perusteella 4 >72m’*, kun 4 <x <6 (m)

Vastaus: Pituuden tulee olla vahintdin 4 m ja enintdan 6 m.




6. Tama tehtava on vastattava abittiin!
a) Ratkaise epayhtalo
9x* > 25x2
perustellen. Kirjoita valivaiheet nakyviin. Hyédynna laskinohjelmistoja, mutta pelkka laskinohjelmis-
ton ratkaisu antaa vain 1 pisteen. Liita vastaukseesi mukaan epayhtaléa vastaavan funktion kuvaaja
jarkevasti skaalattuna. (9p)
b) Muodosta se kolmannen asteen polynomifunktio P, jolla on nollakohdat —6, —4 ja —1 ja jonka ar-
vo kohdassa 2 on 72. (3p)
a) Hyddynnetaan neljan vaiheen menetelmaa. Kirjoitetaan epayhtéld perusmuotoon, vaihe 1:
9x* —25x% >0
Ratkaistaan epayhtalod vastaavan yhtalon 9x* — 25x2 = 0 nollakohdat, vaihe 2:
9x* — 25x2 = x2(9x2 — 25) = x?(3x+5)(3x—=5) =0
Nollakohdiksi saadaan: x = 0 (kaksinkertainen nollakohta) tai x = —gtai X = g

Luodaan merkkikaavio ja tarkastellaan lausekkeen 9x* — 25x2 = x2(3x + 5)(3x — 5) arvoja tulon tekijoi-

den merkkien avulla, vaihe 3:

5 0
x? + + + + +\ 4+ +
3x+5 — + + + T+
3x -5 — — — + i
tulo + — — + B

o @ L

Muodostetaan ratkaisujoukko, vaihe 4: Epayhtalon ratkaisuksi saadaan: x < — g tai x = 0 tai x > 2.

w

Voi my0s taulukoida arvoja tai perustella kuvaajan avulla.
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Kuva funktion f(x) = 9x* — 25x2 kuvaajasta eli kayrastd y = f(x).

b) Kolmannen asteen polynomifunktio on muotoa
fif(x)=ax®+bx?*+cx+d.

Tiedetaan, tekijalauseen ja nollakohtien nojalla,



f)=alx—(-6))(x — (—0)(x = (1)) = alx + 6)(x + 4)(x + 1)
ja toisaalta, ettd £ (2) = 72. Yhdistetaan, saadaan

72

B 1
T 144 27

f2)=a2+6)2+4)2+1)=72 = a-'8:6:3=72 = a
Siis, etsitty kolmannen asteen polynomifunktio on muotoa

flx) = %(x +6)(x+4)(x+1), Tama riittaa!

f(x) =%(x+6)(x+4)(x+ 1) =%(x+6)(x2 +5x +4) = %(x3+ 11x? + 34x + 24)

1 11 1
=Ex3+7x2+17x+12 - a=z, b=—, c=17, d=12

7. a) Onko mahdollista valita vakio a siten, etta polynomilla Q(x) = x3 + ax? — (a + 7)x — 18 on teki-
jana x + 2. Jos on, maarita a ja jaa polynomi Q tekijoihin. Jos ei, niin perustele miksi ei.
b) Olkoon n > 1 kokonaisluku. Osoita, ettd luku n® — 1 on jaollinen lukua n edeltavalla ja seuraaval-
la kokonaisluvulla.

a) Koska tekijalause antaa:
Q(-2)=(-22*+a(-2)? -(a+7)(-2)—18=0
niin
—-8+4a+2a+14-18=0
6a =12
a=2

Néin ollen on mahdollista a = 2, ja polynomi Q saadaan tekijamuotoon
0(x)=x3+2x*—-Q2+7)x—18=x34+2x2—-9x - 18 =x%(x +2) —9(x + 2)
=x?-99x+2)=(x+3)x—-3)(x+2)
b) Oletus: n > 1 kokonaisluku
Vaite: Luku n® — 1 on jaollinen lukua n edeltavalla ja seuraavalla kokonaisluvulla.
Todistus: Koska 1 = 18, niin binomikaavaa a? — b? = (a — b)(a + b) kayttéen saadaan
n—-1=mn"H?-0""2=0n*-1"Yn*"+1Y)= .=(n-1Dn+1DR*+1Dn*+1),

josta havaitaan, etta luvun n® — 1 tekijoina ovat (n — 1) ja (n + 1). Néain on véite osoitettu.



