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ALGORITMIT MATEMA-

Kompleksiluvut, vol. 3 mikassa maar2

Olkoon zy = xo + iygjar > 0. It € —taso

Yhtalo

|z =zl =7 Yo
esittdd kompleksitason z-keskista

r-sateistd ympyraa, koska |z — z;| N

on lukuja z ja z, vastaavien pistei-

den valinen etdisyys, kuva. ‘ >
X0 Re

Sijoittamalla z = x + iy ja zy = x¢ + iy, saadaan

lx + iy — (xg + iyo)| = 1(x —x0) + ily —yo)| = .
Molemmat puolet neliodn korottamalla, saadaan MAA 4 — kurssilta
tuttu ympyran yhtalo, siis (muista |z|? = z2)

|(x — x¢) + iy — yo)|? =12
= ((x—x0) +i(y —y0))((x —xp) — i(y —y0)) =712

= (x—x0)?+ W —yp)=r2
Epayhtald |z — zy| < r taas esit- pp} € —taso _---~_
tad vastaavaa ympyraaluetta il- , \
man reunaa ja epayhtalo

Yol 3 > ll
|z =20l <7 R ,
\ : ’

Samaa ympyraaluetta reunan e g
kanssa. ‘

De Moivren kaava

Kompleksiluku voidaan siis esittda kahdella tavalla: z = x + iy eli suo-
rakulmaisissa koordinaateissa tai napakoordinaateissa. Naiden valinen
yhteys lahtien suorakulmaisista koordinaateista on

{x = |z| cos @

y =|z|sin6 z=x+1iy =zl cosf +i|z|sin6,

josta saadaan z:n esitys napakoordinaateissa z = |z|(cos 0 + i sin 0).
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Esimerkki 1  Esitd napakoordinaateissa luku z = 1 + i/3.
Luvun itseisarvo (moduli) on

|z| = /12+(\/§)2=\/Z=2.

V3
tan @ = .= V3
saadaan 6 = g + nm. Edelleen, koska 0 < 6 <§ (miksi?), niin taytyy

Yhtalosta

ollan = 0. Siis
. n - . n
z=1+4+iV3 = 2(cos§+151n§).
Esimerkki 2  Esitd suorakulmaisissa koordinaateissa luku

z = Z(COS%TN-I- isin%”).
Koska z = x + iy = |z| cos 8 + i|z| sin 8, niin
_ 3m _ . 1\ _ _
X =2cos>t = (——)— V2

V2 _ oy .
_ = z=—2+iV2=2(i-1).

y=251n%”= 2

sl

Yleisesti patee (todistus induktiolla) ns. De Moivren kaava (huom. |z| = 1)

(cos@ +isinB)™ = cosnb + isinnb, n € Z.

Kompleksilukujen potenssit voi myos (kannattaa) laskea talla tavoin.

Esimerkki Laske luvut z2, z3, z* ja z°, kun z = _% + i?.
Koska
2 V3 2
|zl = /(@) +('=1 ja ano=2=—3 = 0=",
2
niin
_ 27T+. . 2m
Z = COS 3 1 SIn 3

Huomaa, ettd kyseinen kompleksiluku sijaitsee yksikkbympyrdilld toi-
sessa neljanneksessa. Ndin ollen, De Moivrea hyddyntden, saadaan

2 (0sZ 4 1inZ") = cos(2-2) 4 einf 2. 2"
Z= =\ cos 3 151n3 = COS 3 1 SIn 3

_ 47r+__47'[_ 1 3
=cos—+isino-=—-o—i—-
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Edelleen

3 27T+__2TL'3_ 32n+__ 327‘[
z> = | cos 3 i sin 3 = coS 3 i sin 3

=cos2mt+isin2r=1—-i0 =1.
Siis z3 = 1? Mitd ihmetti? Ja

P 21r+__21r_ 1+_\/§
z* =27z = z—cos3 lsm3— > 12,
41 41 1 3
2> =2322=1-2% = cos?+isin? = _E_i7'
Yleisesti Ima C—t
—taso
73k = (23)k = 1%k =1, z=z*
3k+1 _ (,3Vk ., _
VA = (Z ) zZ =12, 120°
23k+2 _ 3k, ,2 _ 2 120° \ 1= 23‘
Vastaavat kompleksitason pisteet J ]R;
sijaitsevat siis origokeskisella yk- 120°
sikkdympyralld 120°:n valein.
z% =z

Potensseille z™ voidaan siis hyodyntda trigonometriaa

z" =71"(cosO + isinB)™ = r"(cosnd + i sinnoh), n € Z.
Saatat ajatella, ettd OK, ihan kiva juttu. Huomaa kuitenkin, etta tulos
antaa enemman. Nimittdin ylla olevassa kaavassa ja De Moivren kaa-

vassa n saa olla mika tahansa reaaliluku. Sijoitetaan n = > Mita on

1
z27?

Sehin on +/z, eli voidaan laskea myds kompleksiset juuret 3/z.
Maaritelma, kompleksiluvun neliéjuuri ja n:s juuri:

Vz = \/E(cosg +isin9)
ja

Vz = W(cos% +isin?).

Patee myos toinen kaava:

X ++/x2 + y? —x +/x% +y?
VZz=\x+iy=+ /%H%ﬂj 5 Y y#0.




Esimerkkeja 1. Monisteessa.
2. Mita tarkoitetaan ykkosen juurilla (“roots of unity”).
Ratkaisu kompleksiluvun z n:lle juurelle

w =%z =[]z - (cosf + isinf)

ei ole ainoa ratkaisu. Kuten edelld havaittiin “ykkosen potenssit kierta-
vat origokeskisen yksikkoympyran kehaa”. Myos juuret “kiertavat ke-
haa”. Toisin sanoen yhtidlon wm = z taydellinen ratkaisu on

w ="z ="z - (cos(Z + k- 27) + isin( + k - 27)),
missa k =0,1,2,..,n— 1.
Yhtalon w™ = 1 taydellinen ratkaisu on

w=~"V1= r{/m-(cos(%+k-%”)+isin(%+k-27”))

=cos(k-27”)+isin(k-%”), k=01,..,n—1.

Siis miten maaritetdan esimerkiksi yhtalon wll = 1 kaikki ratkaisut?

Aluksi todetaan, etta kaikki ratkaisut ovat origokeskisen yksikkdympy-
ran kehalla. Ykkdsen pituus on 1. Sitten jaetaan taysi kierros 11:sta,

21 e e .
saadaan T 32,72 ...° ja eras juuri, merkitdan w4, on siis
_ 21 f i (2T
wy = cos(ﬁ) + Lsm(H .

Sitten vaan kompleksilukujen tuloa (pituudet kerrotaan, vaihekulmat
summataan) hyédyntaen saadaan: Im 4

C — taso
wy = cos(‘i—’lt) + isin(‘i—’lr W3 W,
. wy =
: cos(%’) + isin(%’
Wi = cos(zlo—ln) + lSln(zlo—l7r
Ws
| . 1= W11
Vastaava menettely toi L
mii yleisesti. Pitaa aluksi Re
muistaa laskea pituus, eli We
reaalinen n:s juuri. Sitten Wio

vain “kehaa kiertamaan”.
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Polynomit kompleksialueella

1. Ensimmadisen asteen polynomiyhtalot
Ensimmaisen asteen polynomiyhtdlé on muotoa

az+b =0, a,b € C,a # 0jaz on muuttuja.
Taman yhtalon ratkaisu on z; = —g, joten voidaan kirjoittaa
az+b = a(z +g) = a(z — z).
Jokainen 1. asteen polynomi p(z) = az + b voidaan siis esittdd muo-
dossa p(z) = a(z — z;), missa z; on yhtalén p(z) = 0 ratkaisu.

Esimerkki Ratkaise yhtile 2z = i(z + 1).
Saadaan
2z=i(z+1) = 2z=iz+i = QR-iDz=i
i i-(24+10) 2i—1 1 2

= CiT@oDe+D 4-(cp_ stst

. 1 2,
Ratkaisu: z = - + FiS

= Z

2. Toisen asteen polynomiyhtalot
Toisen asteen polynomiyhtdlé on muotoa

az’? +bz+c=0, a,b,c e Ca#0.
Ratkaisukaava sama kuin ennen

—b + Vb2 — 4ac
7 =
2a ’

mutta nyt ratkaisu on aina olemassa, silla neli6juuri on hyvin maari-
telty.

Ratkaisujen z; ja z, summan ja tulon kaavat (2.kurssilta) patee

b c
Zl+22:—a, lezza

samoin tekijéihinjakokaava
az? +bz+c=a(z—z)(z— z,).
N&in ollen jokainen toisen asteen polynomi p(z) = az? + bz + ¢ voi-

daan esittdd muodossa p(z) = a(z — z;)(z — z,), missé z; ja z, ovat
yhtalén p(z) = 0 ratkaisuja.



Esimerkki Olkoon p(z) =z%2 — (2 + 3i)z + 6i. Ratkaise yhtild
p(z) = 0 jajaa p(z) tekijoihin.

Ratkaisukaavasta
2+43i+(+30)2—-24i 2+3i+V-5-12i
zZ = = .

2 2
Nelidjuuri lasketaan jollakin tavoin, saadaan
V=5—-12i= .. = =2+ 3i.
Siis
24 3i+(—2+3i) z, = 3i
zZ = = )
2 Zy = 2
Nain ollen

p(2) = (z —30(z - 2).

3. Korkeamman asteen polynomiyhtalot

Lause, Algebran peruslause:

Jokaisella kompleksikertoimisella polynomiyhtalélla
apz"+an_1z" '+ .. +a;z+ag=0, a,#0n=>1

on kompleksilukujen joukossa ainakin yksi ratkaisu.

Todistus: Gauss (20-vuotiaana vuonna 1797), me sivuutetaan.

Lause, polynomin nollakohdat ja tekijéihin jako:
Jokaisella kompleksikertoimisella polynomilla
p(2) =apz"+an_1z" 1+ .. + a1z + ay, a, #0,n>1
on kompleksilukujen joukossa tdsmalleen n nollakohtaa, kun jokainen

nollakohta otetaan mukaan niin monta kertaa kuin sen kertaluku
osoittaa. Jos nollakohdat ovat z4, z5, ..., Z,, niin

p(2) = an(z — z1)(z — 23) ...(z — zp).
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