ALGORITMIT

KomplekSiIUVUt, vol 3.  matemaTikassa,

MAA12

Kertausta Maa 2 ja Maa 8 -kursseilla opittua:

- Yhteys tasoon = x ja y -koordinaatit korvataan reaali- ja imagi-
naariosilla. Kompleksiluku on muotoa x + yi, muista i? = —1.

- Yhteen-, vdhennys- ja kertolasku kuten “normaalisti”, jakolaskussa
piti ensin laventaa nimittdjan liitto- eli konjugaattiluvulla.

- Potenssien ja juurten laskeminen napakoordinaattimuodossa.

Polynomilla
p(z) =z%+1

ei ole reaalisia 1. asteen tekijoitd, koska yhtalolld z2 +1 = 0 ei ole
reaalijuuria. Laajennetaan reaalilukujen lukujoukkoa.

Reaalilukuja voidaan geometrisesti pitdad lukusuoran (vaaka- eli x-ak-
selin) pisteind tai paikkavektoreina. Vastaavasti xy-tason pisteita tai
paikkavektoreita voidaan pitdaa lukuina, joita kutsutaan kompleksilu-
vuiksi. Talldin xy-taso samaistetaan z-tasoksi, eli kompleksitasoksi, ja
kompleksiluku z = (x,y), missa x ja y ovat lukua z vastaavan pisteen
koordinaatit tason pisteeksi (paikkavektoriksi).

Maaritelma:
Kompleksiluku on jarjestetty reaalilukupari (x,y).

Huomautus 1) Kompleksiluvut ovat samat, jos ja vain jos niiden
kummatkin koordinaatit ovat keskenaan samat:

xy)=(wv) & x=uAy=v

2) Kompleksiluvun z = (x, y) itseisarvo |z| (moduli) on sitd vastaavan

vektorin pituus,
|z| = Vx2% +y2.
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Javaihekulma 8, missa (0 < 6 < 2m), on se kulma, jonka tdma vekto-
ri muodostaa positiivisen x-akselin kanssa. Kompleksiluvun 0 = (0,0)
vaihekulmaa ei maaritella.
Siis
tan g = X, x#0.
X

Josx =0, niin @ = ig = 1+90° ja merkki saadaan y:n merkista.

Zy = (X2,¥2)
Ind
0,
>
01 Re
zy = (x1,y1)

Kompleksiluku z voidaan siis esittda joko suorakulmaisen koordinaatis-
ton koordinaatteja x ja y kayttden tai sitten napakoordinaatiston koor-
dinaatteja pituus r = |z| ja vaihekulma 6 kadyttden. Molemmat tavat
ovat yleisesti kdytossa.

Tl C —taso
Akselit ovat: z=(xy)
Reaaliakseli = vaaka-akseli Yy
Imaginaariakseli = pystyaksel \‘b\
Taso on joko C —taso tai z —taso. 0 R
x Re

Reaaliluvuilta periytyy kaikki yhteenlaskun laskulait.
Kompleksilukujen kertolaskulle halutaan seuraavat ominaisuudet:

- tulon itseisarvo on tekijdiden itseisarvojen tulo ja

- tulon vaihekulma on tekijéiden vaihekulmien summa (mod 2m).
Merkintd (mod 2m) tarkoittaa sitd, ettd tarvittaessa lisatdaan/vahen-
netdan 2m:n jokin monikerta, jotta padstaan valille 0 < 6 < 2m.
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Méaritelmd, kompleksilukujen yhteenlasku:

} Im Z1t+z
Kompleksilukujen z; = (xq,v4) L
jazy = (x2,¥,) summa on 7
Zy _—
zy + 2z = (X1 + X2, )1 +¥2) - /
ja erotus “1
71— 23 = (X1 — X2, Y1 — Y2). >
S Re
Kuten vektoreiden summa ja erotus. 21— 22
Maaritelma, kompleksilukujen kertolasku: 717
Kompleksilukujen z; = (xq,y1) ja z, = (xz,yz)]I N
tulo on m
! 0, + 6,
7125 = (X1X2 — Y1Y2, X1Y2 + X2)1).
Z2
Ja kuten yhteenlaskun tapauksessa, niin reaali- 9 Z
. . . . . 2
luvuilta periytyy kaikki kertolaskun laskulait. 5
Tulossa voidaan kulmat summata ja pituudet 1 >
kertoa = katso kuva. Tahan palataan. Re
Tuloksen i? = —1 perustelua

Kompleksilukujen (a4, 0) ja (a,, 0) summa

(all 0) + (a2r 0) = (al + aZr 0 + 0) = (al + aZ} 0)
jatulo
(a1,0) . (az, 0) = (a1a2 —0- 0, a - 0+ a - 0) = (alaz,O)

Muotoa (a,0) olevien kompleksilukujen summa ja tulo ovat titi sa-
maa muotoa ja vastaavat reaalilukujen summaa ja tuloa.

Toisaalta, kompleksilukujen (a, 0) jaz = (x,y) tulo
(a,0) - (x,y) =(ax—0-y,0-x + ay) = (ax,ay)

on sama kuin reaaliluvun a ja pisteen (x, y) paikkavektorin tulo.

- Em. syistd kompleksiluku (a, 0) samaistetaan reaaliluvun a kanssa ja
merkitdan (a,0) = a.

Mitd on kompleksiluku (0,1)? Se on imaginaariyksikké, merkitdan i.
Siis (0,1) = i. Patee tirke tulos: i2 = —1.

i?=1(0,1)?=1(0,1)-(0,1) =(02-1%20-1+1-0) =(-1,0) = -1



Huomautus Saadaan kompleksiluvun tuttu esitysmuoto
z=(,y)=0(x0+0,y)=x+y-(01)=x+yi=x+1iy

Ominaisuutta i2 = —1 kayttden voidaan polynomi P(z) = z? + 1 ja-
kaa tekijoihin, silla
P(z)=z*4+1=2z>-(-1)=2z*-i?=(z+)(z—1)
Yleisesti patee: a? + b? = (a + bi)(a — bi) (Muista: a? — b? = (a + b)(a - b))
Esimerkki a) Jaa tekijdihin polynomi z2 + 2z + 5.
b) Ratkaise yhtilo z? + 2z + 5 = 0.

Vastaukset
a) Saadaan

Z224224+45=224+2z+14+4=(2+1D*+22=(C+1+2D)(z+1-20)

b) Tulon nollasdannon nojalla
z24+2z4+5=(z+1+2)(z+1-2i) =0,

kun{Z_i_l_i_ZL=0 elikunz = -1 + 2i.

z+1-2i=0

Kaavan

a® + b%? = (a — bi)(a + bi).
nojalla voidaan siis jakaa kaikki reaalikertoimiset toisen asteen polyno-
mit tekijoihin, joilla ei ole reaalisia nollakohtia.
Huomaa, ettd jos reaalikertoimisella polynomilla on jokin kompleksi-
juuri, silld on myos toinen kompleksijuuri, nimittain edellisen liittoluku.

Liittoluku

Merkinnin i = (0,1), puhtaan reaaliluvun samastuksen a = (a,0) ja
ominaisuuden a(x,y) = (ax, ay) avulla saadaan

z=(x,y) =(x0)+0,y) =x+y(0,1) =x +yi =x +iy.
Kompleksilukujen z; = (a, b) ja z, = (¢, d) tulo saa nyt muodon
212, = (a+ib) - (c + id) = ac + iad + ibc + i*bd
= (ac — bd) + i(ad + bc).

Eli tdsmalleen sama kuin tulon maaritelma.
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Sanotaan, etta kompleksiluku z = x + iy on reaalinen, jos y = 0, ima-
ginaarinen, jos y # 0 ja puhtaasti imaginaarinen, jos x = 0. Lisaksi lu-
vun z = x + iy reaaliosa on Re z = x ja imaginaariosa on Im z = y.
Huomaa, etta reaaliosa ja imaginaariosa ovat molemmat reaalilukuja!

Luvun z = x + iy liittoluku eli (kompleksi)konjugaatti on Z = x — iy.
Kompleksitasossa se on luvun z peilikuva reaaliakselin suhteen.

A
Selvasti Z = z jos ja vain jos z on reaalinen. Im z

Lisdksi Z = z kaikilla z € C. >
Re

zZ

Luvun z ja liittoluvun Z tulo
zZ=(x+iy) (x—iy) =x?—i%y? =x% + y? = |z|?,
joten patee
|z| = Vzz.
Siis kompleksiluvun itseisarvo (etdisyys origosta) saadaan kertomalla
luku liittoluvullaan ja ottamalla tulosta nelidjuuri — katevaa!

Lukujenz = x + iy jaw = u + iv, w # 0 osamaara
z _ZW (x +iy)(u —iv) B (xu + yv) + i(yu — xv)
w ww (u+iv)(u—iv) u? + v?

xu+yv  yu-—xv
= i
u? + v u2 + v

Esimerkki Ratkaise yhtdl6 z — z = iz + 4.
Sijoitetaan z = x + iy, jolloin Z = x — iy, saadaan
x—iy—(x+iy)=ilx+iy) +4
= 2iy=ix—-y+4 = (—y+4)+ilx+2y)=0
Seka reaali- ettd imaginaariosa tulee olla nolla, joten

—y+4=0 y:4 _ .
{x+2y=0 =>{x:8 = z=8+4i
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Esimerkki Olkoot . 2 H:,] C-taso
L
z1=| 4 + 3i E 4i 3
! 3 Z
z, =|=5 —5i : ' o
! 2i o | 2
Z3 = 41 ! i : i 06
: L AZ4I= ?4 L L : l : |-
_ T v T T T T ] T T »
Z4 =|—3 ' 123 4 %Re
. ! ' Zg >
Zg = 3 — 2i | ° 5: _ Ze
1 " Zq
, | _ °
Z6 = 5 + l 1 Zs
| Zp
Re-osat Im-osat °

(=) (y)
Talléin ns. liittoluvut (miksi = syy selvida) ovat:

71 =4 —3i, Z, = =5+ 5i, Zz = —4i, Zy = =3, ..
Toisin sanoen liittoluvut ovat peilikuvia Re-akselin suhteen ja vaikutus

on siis Im-osan etumerkin vaihtuminen. Yleisesti, jos z = x + iy, niin
Z=x—1y.

Yhteen-, viahennys-, kerto- ja jakolasku:
Hyvin suoraviivaista.

Esimerkki Z1+2z,=(4+30))+(-5-5i0) =—-1-2i
Zg—2s=(5—-0)—(3=-20)=2+1i

Siis yhteen- ja vahennyslaskuissa reaaliosat keskendan, samoin imagi-
naariosat keskenaan.

Zzs+ 2y =B—-20)(44+3i)=3-4+3-3i—2i-4—2i3i
:12+9l_8l_@"\ Muista

=12+6+1i i?=-1
=18+

Z,+ 73 = (=5 — 5i) - (—4i) = 20i + 20i% = —20 + 20i



Entdpa Ongelmana ndyttdisi olevan
7z _4+3i nimittajassa oleva i. Hyddyn-
zg S5-—1 netdan nelididen erotusta.

Siis

zl_4+3i_(4+3i)(5+i)_20+15i+4i—3_17+19i

ze 5—i (5-i)(5+i) 25-5i+5i+1 26
_17+19_
26 26'

Z3 4i 4i- (=5 + 5i) —20i — 20

Zs —5-5i (=5-50)(=5+5i) 25— 25+ 25i + 25

_—20-20i 2 2.

= —_— =]

50 5 5
Tehtavia: Sijoita kompleksiluvut z; C-tasoon ja maarita liittoluvut
Z; (sijoita myds ne C-tasoon).
z1 =3 —3i, Z, = 1+4i, z3 = —4 + 2i, Zy =5 —4i,
Zs = =21 , zg = —3 —7I, Z; =6 , Zg =1
Laske Z1 + 2y, Zg — Z3,
Z3*"Z7 , VA Z_6 ’
Z1 Zs
Z3 4 Z ’
Z83

Mita tarkoittaa tulos
z-7=1z|?? esim.z=4+3i
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Ratkaisut: Im C-taso
. _ . _ 8i
z1= 3 -31i z;= 3+3i %6
Z= 1440 7= 1—4i 6i
5i _
Z3=—4+2i Zz=-4-2i 0 T
. Z1
zg=5—4i Z= 5+ 4i e .
. 20
Zs= =20 Zg=  +2i S o
7= 2Zy
Z6=_3_7l _6=_3+7l T T T T T T T T T T A4 »
B % 1 2 3 4 5 6 7Re
Z;= 6 Z;= 6 o3 Zs
. . .Z1
[ ] [ )
Zg
[ )
Laske

zZ1+2z,=B-30)+(5-4i)=8-7i
Zg—2, =(-3—-70)—(1—4i)=—-4-3i
Z3 27 = (—4+2i)-6 =—-24+12i
Zy Zg=(1+4i)-(-3+7i)=-3+7i—12i — 28
=—-31-5i
Z 3—3i _ (3-31)(—4—2i) _—12—6i+12i—6
z3 —4+20 (—4+20)(—4-2i0) 16 +8i —8i+4
_—18+6i_ 9 3

720 10 10"

Zg —2i —2i(5 — 4i) —10i — 8 8 10

— =1

Za 5+4i (5+4D(5—40) 25+16 41 41




