ALGORITMIT MATEMA-

Numeerinen derivointi TIIKASSA, MAAL2

Palautellaan vield mieleen derivaattaan liittyvat muutoskasitteet:

Af
Ax
valilld [x1,x,] = Ax saadaan kayrille y = f(x) pisteiden (xq, f(x1))
ja (x,, f(x,)) kautta piirretyn sekantin jyrkkyydesta eli sekantin kul-
makertoimen arvosta.

Funktion f keskimddrdisen muutosnopeuden — arvo tarkasteltavalla

af
dx
(x0, f (xg)) asetetun tangentin kulmakertoimen arvo.

Hetkellisen muutosnopeuden — arvo on kayrille y = f(x) pisteeseen

Derivaatta on erotusosamaaran raja-arvo. Eli sekantit lahestyvat pis-
teeseen (xo, f(x()) asetettua tangenttia. Derivaatan arvo tarkastelu-
kohdassa vastaa tangentin kulmakertoimen arvoa ja erotusosamaarien
arvot vastaavat sekanttien kulmakertoimien arvoja. Muista, A-merkki
kuvaa aina laskettavaa erotusta.

MAARITELMA  Jos erotusosamdéirdin raja-arvo

i & o OO0 GO fOH A - G0 fr )~ ()
Ax-0Ax  Ax-0  (x +Ax) —x  Ax—0 Ax = lim -

on olemassa, niin sitd sanotaan funktion f derivaataksi kohdassa x ja merkitddn

df
"(x), Df(x), —_.
fe, DG, o
Tall6in funktio f on derivoituva kohdassa x.
A
fx+Ax)—f(x) _ . .
(x+0x)-x jokin luku, y= f(x)
tangentti
fx+Ax)—f(x) _ . . X
“iaox = jokin luku, sekantteja
flx+Ax)=f(x) _ . 4.
Eewyv jokin luku,)
7f (r+8x)—f(x) = jokin lukul \ A NN . S
(x+Ax)—x
v
Se luku, mita ndma luvut / Ax =
|ahestyvat on derivaatan / x x+Ax x+Ax X + Ax X + Ax "

arvo kohdassa x.
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Derivointi on derivaatan eli erotusosamaaran raja-arvon (ja toisaalta
my0s derivaattafunktion) muodostamista/laskemista.

Madaritelman kautta derivointi liian hidasta = on kehitetty derivoimis-
saantoja, OK kurssit 6,7,8.

Esimerkki Funktion f, f(x) = x* (x # 0) derivaatta on
f'(x) = Dx* = De*In* = ¢¥Inx. (1 4+ Inx) = x*(1 + Inx).
Derivaatan f'(1) tarkka arvo
') = 1'1+mlh1)=11+0)=1
on my06s numeerisesti kayttokelpoinen. Vastaavasti
f'(2) = 2?2(2+In2)=4+4-1n2,

mutta jos halutaan piirtaa esimerkiksi tangentti, on kaytettava likiar-
voa f'(2) = 6,7726.

Numeerinen derivointi on siis helppoa, kun tunnetaan funktion lauseke. Enta
jos ei tunneta/tiedetsd? Tiedetdaan vain funktion arvot tietyilld muuttujan ar-
voilla. Esimerkiksi jonkin fysikaalisen/kemiallisen kokeen mittaustulokset.
Tall6in derivaatta voidaan maaritetdan numeerisesti joko erotusosamaaran
kautta tai keskeisdifferenssin = keskeiserotusosamddrdn kautta.

Vaihtoehtoisesti voidaan muodostaa polynomifunktioita, joiden ku-
vaajat kulkevat mittaustuloksina saatujen pisteiden kautta ja laskea
tarvittavat funktion arvot niiden avulla. Nama polynomit ovat ns.
interpolointipolynomeja ja niiden kayttéa funktion arvojen arvioimi-
seen, eli kyseistd menetelmaa, kutsutaan interpoloimiseksi.

Erotusosamaaran kaytto:
Derivaatalle saadaan kohtuullisen kadyttokelpoinen arvio

iy LEER 1)

Huomaa, ettd kyseessa todella on erotusosamaars, silla
f+h) —fG) _ fx+h)—flx) _Af
h T o (x+h)-(x)  Ax’
Esimerkki Tarkastellaan funktiota f, f(x) = x* (x # 0) ja olkoon
h = 0,01. Tll6in derivaatalle kohdassa x = 1 saadaan arvio
f(14+0,01) — f(1) B 1,01401 — 11 B 0,0101005 ... .
1,01 -1 - 0,01 B 0,01 T

|h| « 1,eli pieni.

()=
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Esimerkki(jatkuu) Havaitaan, etta melko hyva arvio. Olkoon

h = —0,01. Talldin derivaatalle kohdassa x = 1 saadaan arvio
£1(1) ~ f(1-0,01) — f(1) _ 0,999 — 11 _ 0,9900995...—1
0,99 -1 —-0,01 —0,01
_ —0,00990049 ... ~ 099
—-0,01 o

Eli yhta hyva arvio. Ndin ei pade aina > esim. huono mittausdata.

Yleisesti voidaan osoittaa, ettd virhe mikd tdssda menetelmassa tulee
on suoraan verrannollinen h:n suuruuteen. Jos h puolitetaan, puolit-
tuu myos virhe.

Keskeisdifferenssin kaytto:
Kun h on positiivinen voidaan muodostaa pisteessd x erotusosamaa-
rat

flx+h) —f(x) fG) = fx—h)
h ' h '
Huomaa, ettd molemmat ovat derivaatan approksimaatioita.

Keskeisdifferenssi on ndiden erotusosamaarien keskiarvo, siis

1(fe+m =) )= fGe=m) _ flax+h) = flx=h)
2 h h B 2h '

Geometrinen tulkinta:
Keskeisdifferenssi on oheisen |
kuvan pisteiden Q ja R kautta
kulkevan sekantin kulmaker—/
toimen arvo.

Yleensa se on parempi arvio
tangentin  kulmakertoimelle
f'(x) kuin pisteiden Q ja P
tai P ja R kautta kulkevien se-

tangentti

sekantti

v

kanttien kulmakertoimien ar-
vot.

x—h x x+h

Voidaan osoittaa, ettd keskeisdifferenssimenetelmassa eli ”2h”-mene-
TR _— . x+h)—f(x—h
telméassa virhe mika tulee arviossa f'(x) =~ % on verran-

nollinen tekijaan h2. Jos h puolittuu, virhe pienenee %-osaan.
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Esimerkki Lasketaan funktion f, f(x) = x* derivaatan f'(2) liki-
arvo kayttden erotusosamadraa arvoilla +0,01 ja keskeisdifferenssia
arvolla 0,01.

Erotusosamaarat
1 991,99 _ 22 2 012,01 _ 22
% 6,7057, ———— ~6,8404
—-0,01 0,01

poikkeavat derivaatan f'(2) =~ 6,7726 nelidesimaalisesta likiarvosta
noin 1%, mutta keskeisdifferenssi eli keskeiserotusosamaara

2,01201 — 1,991.9
0,02

~ 6,7731

vain noin 0,007%.

Numeeriseen derivointiin liittyy ongelma, joka esitellddn seuraavassa
esimerkissad ja tietokoneharjoitus 2:ssa. Liian pienelld h:oon arvolla
menetetddn merkitsevida numeroita, jolloin poikkeama oikeasta arvos-
ta suurenee eika pienene.

Lisdksi derivaatta on maaritelmdn nojalla pisteittdinen ominaisuus.
Funktio saattaa heilahdella rajusti tarkastelukohdan ymparistdssa.

Esimerkki Tiedetdan, ettd funktion f: f(x) = e* derivaatta f'(x)
= e*ja f'(1) = e ~ 2,7183. Mairitetddn derivaatan f'(1) liki-arvo
kayttden neljan desimaalin tarkkuutta ja h:n arvoja 0,005 ja 0,0005.
Saadaan

, e1005 _ 099 27319 — 27047

f= 001 0,01 - 27200
, e10005 _ 509995 5 7196 — 27169

f'(1) = 0,001 ~ 0,001 = 272000

Havaitaan, ettd pienemmalla h:n arvolla saatiin huonompi tulos, vaik-
ka derivaatan maaritelman mukaan pitdisi kdyda painvastoin. Syy on
siind, ettd vahennettdessa toisistaan kovin lahekkaisia lukuja menete-
tadan merkitsevia numeroita. Pienilla luvuilla jakaminen taas kasvattaa
jo syntynytta virhetta.

Vaaran tuloksen vaara liittyy siihen, ettd numeerisessa derivoinnissa
funktion arvoja lasketaan yksittdisissa pisteissa eika talloin mitenkaan
ennakoida funktion kayttaytymista laskentapisteiden valilla.
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