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NUMEERISIAJA ALGEBRAL-

Jakoyhtal® ja tekijdlause UsAMENETEMIA MaaL2

Osataan jakaa polynomeja jakokulmassa. Joskus jako meni tasan, jos-
kus ei. Tarkastellaan tarkemmin tilannetta, kun jako menee tasan.

Lause, jakoyhtalo:
Olkoot p(x) ja q(x) polynomeja. Talléin on olemassa sellaiset yksika-
sitteiset polynomit s(x) ja r(x), etta
p(x) = q(x)s(x) + r(x)
jar(x):n aste on pienempi kuin g(x):n aste.

Todistus Sivuutetaan.

Jos jakaja g(x) on ensimmadisen asteen polynomi x — a, niin jakoyht3-
|6 tulee muotoon

p(x) = (x —a)s(x) +,
missa jakojaannos r on vakio.
Kun nyt sijoitetaan x = a, saadaan p(a) = (a —a)s(a) + r =r.

Jakojdannos r voidaan siis laskea tdssa tapauksessa (eli tapauksessa,
jossa jakaja g(x) on binomi x — a) itse jakolaskua suorittamattal!

Esimerkkeja

1) Mé&aritd jakojaannds jakolaskussa (x2 — 2x + 7): (3x + 2).

2) Madrita b siten, ettd (x — 1)|(x3 + bx + 1).

3) Ma&aritd jakojaannos jakolaskussa (x3 + x2 + x + 1): (x? — x).

1) Jakoyhtdlon nojalla
p(x) = (x?2—-2x+7)=Bx+2)s(x) +r,

joten sijoittamalla x = —g (se x, milld g(x) = 0) saadaan

B 2\ _87
r=p|\-3)= - =85

2) Koska r = 0 (jako menee tasan), jakoyhtalo on
x3+bx+1=(x—-1)qlx).
Sijoitetaan x = 1, saadaan
13+bhb+1=(01-1)g(1)=0 = b=-2.



3) Jaettava on kolmatta astetta ja jakaja on toista astetta, joten jako-
jaannos on korkeintaan ensimmaista astetta. Jakoyhtaloksi saadaan

B3+x2+x+1=(x%2=x)s(x)+(cx+d).

=r(x)
Jakaja x? — x on nolla, kun x = 1 tai x = 0. Sijoitetaan nidm3, saadaan
{1+1+1+1=(1—1)q(1)+(c-1+d) {4=c+d
0+0+0+1=(0-0)q(0)+(c-0+d) 1=d ’

josta saadaan ¢ = 3 jad = 1. Siis, jakojaannés r(x) = 3x + 1.
Jakoyhtal6sta seuraa valittomasti (yo. esimerkin mukaisesti).
Lause, tekijdlause (tdrked):

Polynomi p(x) on jaollinen binomilla x — a, jos ja vain jos x = a on
polynomin p(x) nollakohta. Toisin sanoen

(x—a)|plx) & pla)=0.

Tekijalauseesta taas seuraa (eli tekijalauseen avulla voidaan todistaa):
Lause, tekijoihinjakolause:
Jos polynomi
p(x) = apx™+ an_1x™ 1+ L+ agxt +apx®, a, # 0
nollakohdat ovat x4, x5, ..., X, niin
p(x) = ap(x—x))(x—x5) " .. - (x —xp).

Todistus ”Idea”, koska x; on p(x):n nollakohta, niin tekijilause
antaa

p(x) = (x — x)n(x),
missd polynomin n(x) aste on yhti pienempi kuin polynomin p(x).

Edelleen, koska x, on myds p(x):n nollakohta ja nyt tiedetdin, ettd
p(x) = (x — x,)n(x), niin x, on myds n(x):n nollakohta, joten
p(x) = (x — x1) (x — x)m(x),

missd polynomin m(x) aste yhtd pienempi kuin n(x):n (ja kahta pie-
nempi kuin p(x):n aste). N&in jatketaan (kerroin a,, selvida kylla...?).
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Mita me hyodytaan naista?

Kun on Ioydetty jollakin tavoin (seuraavilla tunneilla kdydaan yksi tapa)
yksikin polynomin nollakohta, voidaan polynomi jakaa edellisten lau-
seiden nojalla. Eli on saatu pudotettua astetta (ainakin) yhdella.

Tama on siis jaanne ajalta, jolloin ei ollut ohjelmistoja. Huomaa lisdksi,
ettd jotkin nollakohdat saattavat olla kompleksisia = tdhan palataan.

Esimerkki Polynomi p(x) = x3 + 2ax?>+bx —a on jaollinen
(x — 2):lla. Kun p(x) jaetaan (x — 1):114, jaa jakojaannokseksi 2.
Maarita vakioiden a ja b arvot.

Ratkaisu Tekijalause antaa:
x3+2ax’+bx—a=x-2)(x2+cx+d).
Koska termin x3 kerroin on yksi, niin my&s termin x? kerroin on yksi.
Tastd ei paljon hyddy, mutta tiedosta (x — a) |[p(x) & p(a) = 0 hys-
dytaan, silla nyt
p(2)=23+2a-224+b-2—a=0.

Saadaan, ettd 8 + 7a + 2b = 0, eli

—2b—8
> .
Toisaalta tekijalauseesta saadaan myos

p()=13+2a-124+b-1—a=2.

a =

Elil+a+ b =2,josta

a=—-b+1.
Nain ollen
—2b—8
a=a © —b+1=T & —-7b+7=-2b—-8
& -5b=-15 © b=3 jaa=-3+1=-2.
Vastaus a=—-2jab=3.
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