ALGORITMIT MATEMA-

Numeerinen integrointi  TassamaaL

Numeerinen integrointi keskittyy tdysin maaratyn integraalin tarkaste-
luun. Eli halutaan maarittaa esimerkiksi pinta-ala tai tilavuus (siis jokin
reaaliluku) numeerisilla menetelmilla:

* suorakaidesaanto,
* puolisuunnikassaanto ja
* Simpsonin saanto,

joista Simpsonin saanto on tarkin/tehokkain.

Numeerinen integrointi on erittdin tehokas tapa saada jokin likiarvo,
kun integroitavana on funktio f, jolle ei 16ydy integraalifunktiota F al-
keisfunktioiden joukosta. Esimerkiksi mita olisi (tarkasti)

Zex 0,8 1
f — dx, dx, k+0.
1 X 0,2 \/(1 —x2)(1 — k?%x2)

Naita ei siis tiedeta (alkeisfunktioiden kautta). Mutta...

Kertaus
Integraalilaskennassa on tulos: Jatkuvalla funktiolla f on aina olemas-
sa integraalifunktio F, vaikka sitd ei eksplisiittisesti voidakaan esittéid.
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Porrassummat ja suorakaidesaanto

Alkupala: Tiedetdan, etta ff%dt =In2 = 0,6931 ja ettd kysei-

nen arvo (reaaliluku, maaratty integraali kyseessd) on kdyran y = %ja
x-akselin viliin jadva pinta-ala valilla [1,2]. Kuinka suuri suhteellinen
virhe tehdaan, kun kyseista pinta-alaa arvioidaan suorakaiteilla, joiden
leveys on 0,25 ja korkeus saadaan y:n arvosta valin loppupisteissa:

5 4 6 4 7 4 . 8
Suhteellinen virhe: _ 1
3
|x—x'| 0,693 0,634
x| — 0,693 T~
A=~ 0,693 = 00851 ~85% Aportaat, yht. ~ 0,634
08 1 12 14 16 18 2 22 0‘8 L 71‘5‘ 14 ’ 1% |1T3 B l
Porrassummat:

Olkoon f vélilld [a, b] maaritelty jatkuva funktio. Jos tunnetaan f:n in-
tegraalifunktio F, niin maaratty integraali (pinta-ala)

b
[ Ferax = r) - F@

saadaan laskettua. Muussa tapauksessa kaytetaan numeerisia mene-
telmia.
Olkoon P vilin [a, b] tasavilinen jako n:3an yhtisuureen osaan, jolloin

il b—a ... . ..
osavalin pituus h = Ax = Ta Talléin jakoon P liittyy porrassumma

n

_ 1f(xl-)h = flxDh+ fx)h+ ..+ f(x)h,

1=
missa x4 on ensimmaiselld osavalilld, x, on toisella, ..., ja x,, on viimei-
selld osavalilla.

Maaratty integr. fa f(x) dx on porrassumman raja-arvo, kun n — co.

Siksi yksittdinen porrassumma antaa integraalille likiarvon, kun osavali
h = Ax on riittdvan pieni.
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a X, Xy X3 e - b=x, \

Vilin [a, b] tasavilinen jako n yhtd suureen osaan. Portaan korkeus on
laskettu osavialin paatepisteesta.

Huom! Ei ole valid mistd osavalin kohdasta otetaan portaan korkeus.

a x; X X3 X, b

Vilin [a, b] tasavilinen jako m yhtidsuureen osaan, kuten edelld. Nyt
portaan korkeus on laskettu osavalin keskipisteesta.
Miksi ei ole vdlia? Kunn — oo, niin h = Ax - 0 ja

rf(xp)h - f:f(x) dx



Maaritelma3, ala- ja yldporrassumma:
Olkoon f vadlillda [a, b] maaritelty jatkuva funktio, ja olkoon P valin
[a,b] jako n yhtd suureen osaan. Olkoot mq,my, ..., my funktion f
pienimmat arvot ja My, M,, ..., M, funktion f suurimmat arvot jako-
valeilla.
Talldin jakoon P liittyva alasumma on

Sp = mAx + myAx + ... + m,Ax
ja yldsumma

S‘l’l == Mle + MzAx + ... + MnAx
Jos lisdksi f on ei-negatiivinen ja A on sen alueen pinta-ala, jota rajoit-
tavat kdyrd y = f(x), x-akseli ja suorat x = a ja x = b, niin patee
Sp <ALS,.
Likiarvon A =~ %(sn + S,,) virhe (virheen itseisarvo) on talléin enintdan

%(Sn —s,). (Kirjan kuvat s. 112-114, JUURI12)

Esimerkki Tarkastellaan funktio- |
1 5
ta f1f(x) =7x*+1. Koska se on .. !
positiivinen ja kasvava valilld [0,4], 4 Ly : S4
niin se saa pienimman arvonsa jako- | ¥ =7% t1 :
valin alkupisteessa ja suurimman ar- :
von loppupisteessa. *
2 S4
Kun vali [0,4] jaetaan neljdan yhta s
suureen osaan, vastaavat ala- ja .
ylasummat ovat : o
5421.14_%.14_2.14_%,1:7% -'uﬁ_Mu b5 1 15 2z 25 '3 355 :4 is
S,=51+2-1+8.145-1=111 4, x =4

Joten pinta-alalle, virheelle ja tulokselle saadaan

1 1
Az§(7%+11%)=9,5, 6A=§(11%—7%)=2,0 = A=95+20
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Alla olevaan taulukkoon on laskettu tihenevia jakoja vastaavia ala- ja
yldasummia, niiden keskiarvoina saadut likiarvot alalle A sekd ndiden
likiarvojen maksimivirheet

\JIZIkeO- Alasumma Yldsumma  A:n likiarvo A:n likiarvo Arvio Al
s, Si 3 tS)  HSn—sw) oAt
4 7,5 11,5 9,5 2,0 A=9512,0
10 8,56 10,16 9,4 0,8 A=94+08
100 9,254 9,414 9,33 0,08 A=933+0,08
1000 9,3253 9,3413 9,333 0,008 A ~9,33340,008
10000 19,3325 9,3341 9,3333 0,0008 A ~9,3333+£0,0008

Ala-ja ylasummat (tarkemmin arvot my, ja M) voivat olla hankalia
maarittaa, jos funktio on haastava. Talloin voi hyodyntada vdlisummaa,

n
Sein = ), F(6bx,
jossa arvoille f(t;) patee: my < f(t;) < M; kaikilla osavéleills. N&in

ollen vélisummalle on 5, < Sy4; < S5, ja rajankdynti antaa pinta-alan,
koska valisumma on aina ala- ja yldasumman valissa.

Esimerkki T - 139 / Calculus 7

Laske yksikkoympyrin x? + y> =1 y4
- ; 1
neljanneksen alan likiarvo suorakaide-
menetelmailld osavélien lukuméérédn
ollessa 10. Olkoon S, likiarvo, joka saa-
daan kiytettdessd osavilien alkupisteitd,
ja s, likiarvo kéytettdessd loppupisteita.

Maarita keskiarvo ;(S10 +s5,,) Jja laske

sen suhteellinen virhe.
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Vili [0,1] ja 10 porrasta = yhden portaan leveys eli osavalin pituus on
nadin ollen 0,1 (tasavalisella jaolla).

Yksikkdympyrén tarkasteltava osa vastaa funktiota f: f(x) = V1 — x?
ja tarkasteluvalilla f on aidosti vaheneva. Niinpa f saa osavilien alku-
kohdissa kyseisen osavalin suurimman ja loppukohdissa pienimman
arvonsa. Saadaan

10
S10 = miAx = £(0,1)-0,1+ ..+ f(1,0)-0,1 =0,7261...
=1
10
Sio = MAx = £(0,0)- 0,1 + ...+ £(0,9)-0,1 = 0,8261 ...
k=1

Siispa

1

> (sp+S,) =0,776129
ja suhteellinen virhe

m 1
72~ 2n+sn) 0,009268...

n ~0,7853...
4

=0,011801... = 0,012.



