ALGORITMIT MATEMA-
TIIKASSA, MAA12

Newtonin menetelma

Yhtédlén f(x) = 0 ratkaiseminen haarukoimalla kunnollisella tarkkuu-
della vaatii usein laskimen ohjelmointia tai tietokoneohjelmaa. Tehok-
kaampia menetelmia on toki olemassa, tutustutaan niistd ensin New-
tonin menetelmdidn.

Oletetaan, etta funktio f on derivoituva (%0, f (x0))
ja derivaatan merkki sdilyy tarkan rat-
kaisun & (eli yhtalon f(x) = 0 nollakoh- y = f(x)
dan eli juuren) jossakin ymparistossa

Uu,d)=1§-d, ¢ +dl.
Valitaan alkulikiarvo x € U(&,d) ja kor-
vataan kdyrd y = f(x) tangentillaan, jo-
ka kulkee pisteen (x, f (x()) kautta.
Tangentin, jonka kk. on f'(x¢), ja x-ak- [ U(& d) =16 —d, & +d[
selin leikkauspiste x4 on uusi likiarvo.

«——

x‘z /x1 X9 ;

Uudet likiarvot x4, x5, ... ovat yleensa lahempana tarkkaa arvoa ¢ kuin
alkulikiarvo x;. Saadaan siis jono (x,,), joka suppenee (mikili menetel-
ma toimii) kohti tarkkaa arvoa ¢.
Kuinka kohdasta x, sitten saadaan x;? (o, f (x0))

Tarkastellaan kolmiota, jonka karjet ovat y = f(x)
pisteet: (xg,0), (x1,0) ja (xg, f (x0)).
Saadaan kk. on f'(xq)

f(xe) =0 |

L = f(xp),

Xg — X1 >
josta [x xo X
f(xo)

X1 = Xp _f’(xo) .

Vastaavasti saadaan yleisen n:nen vaiheen lauseke (iteraatiokaava)
My®os rekursiokaava eli palautuskaava nimed kdytetaan = kurssi 9.

f Cen)

Xn+1 = xn_f,(x )r
n

Mikéli menetelmd toimii...mita tama tarkoittaa?

n=2012,...
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Kirjan sivulla 67 on muutama esimerkkitilanne, milloin Newtonin me-
netelma ei suppene kohti nollakohtaa. Syy, huonosti valittu alkuliki-
arvo. Tilanne, jossa Newtonin menetelma ei toimi Kuva

Derivaatta saa arvon nolla
jossakin kohdista x,,.

= Yleista saan-
t6a hyvan alkuli-
kiarvon |6yta-
miselle ei ole.
Nain ollen kan- Tangentin ja x-akselin leikkauskohta
nattaakin aluksi sijaitsee funktion f mairittelyjoukon

. ulkopuolella jossakin kohdista x,,.
puolitusmenetel-

malla edetd vl / *

Iahelle juurta ja

sitten Newtonia Algoritmin tuottamat likiarvot siirtyvit y%
- - nollakohdasta poispain kohti toista, !

kayttaen halut- kauempana olevaa nollakohtaa 2 A :

tuun tarkkuu- tai rajatta kohti d4reténta. ! / Xp %
teen.

Likiarvot jaavit vaihtelemaan
kahden arvon vilille.

Esimerkki Maaritd funktion f(x) = x +Inx nollakohta Newto-
nin menetelmalla. Vertaa puolitusmenetelmaan.
Valitaan alkulikiarvoksi Xg = 0,55 Newtonin menetelman a,lgoritmi

1
Koska f'(x) = 1 + =, saadaan ( h

x Alkuarvo on x.

Xp+Inx, 1-—Inx, S 7 g
Xn+1 = Xn — 1 = 1 e
1+— 1+— o
Xn Xn Laske seuraava likiarvo x,,,4
f(x,)
Laskin: Aluksi kirjoitetaan 0,55 ja kaavalla x,,,; = x, TORY
painetaan ENTER:ia. Luku 0,55 tal- \ y,
lentuu Ans-muuttujan arvoksi. Sit- €l p v .
ten kirjoitetaan Ovatko kaksi perakkaista
(1-In Ans)/(1+1/Ans). likiarvoa halutulla
e . s tarkkuudella yhta suuret?
Nyt riittaa painaa ENTERIa ja saa- L )
daan yha tarkempia likiarvoja nolla- ¢ kylla
kohdalle. Iterointia jatketaan kun- ( - )
nes 2 perikkaista arvoa ovat samat. e
on viimeisin likiarvo.
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Sekanttimenetelma (lineaarinen interpolaatio):
Derivaatta f’ on madritelman mukaan erotusosamaaran raja-arvo

f(xn) - f(xn—l)

Xn — Xn-1

lim —, lim
Xn=Xn-1

Korvataan Newtonin menetelmassa derivaatta f’ erotusosamaaralla

g _ fOen) — fxn-1)

Ax Xn — Xn-1

jolloin saadaan ns. sekanttimenetelmd. Perusidea sama kuin Newtonin
menetelmassa, mutta nyt tarvitaan yhden alkuarvon sijasta kaksi alku-

arvoa. Siis
Xn — Xn-1

Xnt1 = Xn — f(xn) - o) = fGen D) n=1273...

Maaritetdaan sekanttimenetelmalld yhtalon " Xy fCtn) = Xnf (K1)
Bax—1=0 "™ FeD— G

juuri valilta ]0,1[ neljan desimaalin tarkkuudella.

Xn—1f (Xn) =xXnf (Xn-1)

flxn)—f(xn-1)

Taulukointi antaa, kaytetdan lauseketta x,,, 1 =

Xn—1 f(n—1) Xn f(xn) Xn+1
0-1-1-(-1) 1
0 [0°+0-1=-1 1 1"+1-1=1 g1-1_1
1-(-0 2
15\ 1
0-(-23)-5-1
1 11 15 ( 32) 2’1 31
1| 15+1-1=1 S =122 ==
2 [:2'2 32 (_1_5)_1 47
32
1 __15 31 ~ —0,21559 ... ~ 0,795473 ...
2 32 47
31
T | =021559.. |=079. | ~011398.. ~ 0,7484 ...
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