ALGORITMIT MATEMA-

Virheen arviointia TIIKASSA, MAA12

Virhettd, tai oikeammin virheen suuruutta, voidaan arvioida seuraavil-

la tavoilla:

1. Maksimi-minimikeino (-menettely), nopea ja yksinkertainen, mut-
ta karkea.

2. Vidliarvolauseen hyédyntdminen, = kurssin 13 asioita.

3. Virhekaavojen kdytté ja virheiden neliéllinen yhdistdminen, kun on
vain peruslaskutoimituksia (+, —,%,=), parempi kuin max-minkeino.

4. Virheen eteneminen —menettely, sopii kaikille funktioille, mutta
vaatii derivointia (osittaisderivaattoja).

Muista aina myods miettid, mika muuttuja “"dominoi” virhetta, eli vai-

kuttaa eniten virheeseen!

1. Maksimi-minimikeino (-menettely)

Lasketaan lausekkeen suurin ja pienin mahdollinen arvo, jonka jalkeen

ndiden, edellad laskettujen, arvojen erotus jaetaan kahdella. Siis

_ fmax B fmin

|Af] = T E— missa f on laskulauseke.

Tama menetelma antaa virhearvion pahimman mahdollisen tilanteen
mukaan, eli antaa arvion virheen maksimiarvosta. Virhearviota tehta-
essd oletetaan, ettd epavarmuudet vaikuttavat samaan suuntaan.
Menetelma on darimmaisen nopea ja saadaan ns. “ensisilmays” vir-
heen suuruudesta.

Esimerkki Maarita puolisuunnikkaan
pinta-ala max-minkeinolla.
(a+b)
Apuolisuunnikas = 2 “h
(62,6 + 211,2)
A= f 100,0 =13 690
(62,8 +211,9)
Amax = — 100,3 = 13 776,205 Vastaus:
= 0,
(62,4 + 210,5) A=13690%0,6%
min =5 99,7 = 13 604,065 A=13690+90
 Amax— Amin _ 172,14 , ﬂ| 86,07 o
A4l = > == = 86,07 ja 11 = 13690 = 0,0062 ... = 0,6% .
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2. Viliarvolauseen hyodyntaminen (lyhyesti, kts. > moniste)
Olkoon f jatkuva suljetulla valilld [a, b] ja derivoituva avoimella valill3
]a, b[. Talléin on olemassa € € ]a, b| siten, etta

(f(b) — f(@) = ' —a).

Hyddynnetaan tulosta: Olkoon b muuttujan tarkka arvo ja a likiarvo.
Talldin virhe on

lAfl =1f(B) = f(@| = If'(®l-|b—al.
Ja jos derivaatan itseisarvolle tunnetaan yliraja valilld ]a, b, eli
lf'(x) <M, Vx € ]a, bl, M € R,

niin
lf () - f@| =1f'"®l-|b—al<M-|b—al.
eER eER
Esimerkki Kuinka suuri virhe tehd&an, kun luku e? lasketaan kayt-

tden Neperin luvulle likiarvoa 2,727
Aluksi todetaan, ettd e € 12,7182 ; 2,72]. Tarkastellaan funktiota

fif(x) = x5, x €]2,7182; 2,72[ .

Esimerkki(jatkuu) Derivointi antaa:
' f'(x) = 3x2.
Ja saadaan arvio
If'(x)] <3-2,722 =22,195 =: M.
Nain ollen
If(e) — f(2,72)| <3-2,72%-|e — 2,72]

<3:2,72%-12,7182 — 2,72|
=0,03995 ...

< 0,04
3. Virhekaavojen kaytto
Kaavojen kayttd nojautuu kolmioepdyhtdloon ja peruslaskutoimitusten
luonteeseen. Kun f on laskulauseke, x, y muuttujia ja laskutoimitukse-
naon
- summa tai vdhennys, niin absoluuttinen virhe on |Af| < |Ax| + |Ay|

. e e e . . A Ax A
- tulo tai osamaara, niin suhteellinen virhe on |7f| < |7 + |7y

- . . A A
- potenssi, niin suhteellinen virhe on |7f| <n |7x| (nez



Tarkempi kasittely I6ytynee kirjasta. Virhekaavat patevat myos, jos on
useampia muuttujia kuin kaksi. Esimerkiksi, jos f =x+y+z+ ...—
U—v—w— .., niin

|Af] < |Ax| + |Ay| + |Az]| + ...+ |Au| + [Av] + |Aw]| + ...
Esimerkki
Lasketaan puolisuunnikkaan pinta-ala kayttden virhekaavoja. Pyoris-

tyksestd johtuen pituuksien likiarvojen absoluuttiset virheet ovat enin-
tdan 0,05, joten

A(a,b,h) =

(a+b) ‘
a+b

jossa kerroin 2 voidaan jattda huomioimatta (miksi?).
Arvio etenee, silla summa huomioiden

A(a + b) Aa + Ab Ah| 10,05+0,05 0,05
a+b h a+b h| |211,2+62,6| [100,0
=3,652..-107*+5-107*=8,652...-107* =~ 0,09 % .
Virheen arvio on parempi kuin max-min menetelmalla saatu 0,6 %.

A(a+b)
fl

Virheiden nelidllinen yhdistaminen on yleinen periaate todennakaoista
virhetta arvioitaessa. Tatda menettelya kaytetdaan aina, kun muuttujat
ovat riippumattomia ja niiden virheet satunnaisia. Soveltunee parhai-
ten peruslaskutoimituksia sisaltaville laskutoimituksille.

Yleisesti, jos f = f(x,y) = x + y, eli summalauseke, niin

Af = /(Ax)2 + (Ay)2 .
Ja, jos f = f(x,y) = xy, eli tulolauseke, niin | f| = \/(Ax) + (ﬂ)z.

y
Esimerkki Kuten edelld, lasketaan puolisuunnikkaan pinta-ala kayt-
tden virheiden nelidllista yhdistamista. Pyoristyksestd johtuen pituuk-

sien likiarvojen absoluuttiset virheet ovat enintadn 0,05, joten

(a+b) Ala + b) AR\?

=200 = - () ()
Ma+b)\: | (AR (J(Aa)2+(Ab)2)2 A\’
‘ ( a+b ) +<7) B a+b +<7)
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2
J(0,05)% + (0,05)2 L (005 g
211,2 + 62,6 100,0
=/(2,58..-1079)2 + (5-10"%)2 = 5,627 ...- 10~* = 0,06 %

Jalleen parani virheen arvio.

4. Yleinen virheen etenemis-menetelma
Tarkastellaan lyhyesti esimerkkien avulla. Tata ei vaadita kokeessa.

Esimerkki Kuten edelld, lasketaan puolisuunnikkaan pinta-ala kayt-
taen “virheen etenemis”-menetelmaa. Pyoristyksestd johtuen pituuk-
sien likiarvojen absoluuttiset virheet ovat enintadn 0,05.

Aluksi tarvitaan osittaisderivaatat jokaisen muuttujan suhteen tarkas-
teltavasta funktiosta, joka nyt on pinta-alafunktio (3 muuttujaa)

(a +b)
7"

A= A(a,b,h) =

Saadaan:

0A h 0A h 0A _a+b
2 2’ oh 2

ra= (%44 (A Ab2+ oA Ahz
= [\aa %) *\ap ah
- hA2+hAb2+a+bAh2
- [\27°¢ 2 2
100,0 % 7100,0 2 12738 2
= 0,05 ) +(—=005) +(==0,

=(2,5)2 + (2,5)2 + (6,845)2 = 7,704156 ...

N&in ollen suhteellinen virhe on
| 7 704156 ..

27 ..-107% ~ 9
13690 = 5,627 0 0,06 %
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Esimerkki Suorakulmaisen metallisarmion mitoiksi saatiin a = 304
mm, b = 257 mm ja ¢ = 34 mm. Kussakin mittauksessa absol. virhe
on 0,5 mm. Sarmidn massaksi saatiin m = (16,64 + 0,05) kg. Laske

sarmion tiheys virherajoineen.
Ratkaisu Sarmién tiheysfunktio p = p(m,a, b,c) = %. Lisaksi
tiedetdan, ettd Aa = 0,5 kuin myés Ab = Ac = 0,5 sekda Am = 0,05.

Osittaisderivaatat:

dp 1 ap 1m dp 1m ap 1 m

om _ abc’ da _ a? bc’ ob ~  b? ac’ ac  c2 ab

N&in ollen (huomaa, ettd pitdd muuttaa millimetrit metreiksi)

2 2 2 2
d d ap d
Ap = \/(ﬁ . Am> + (a—z : Aa> + (% Ab) + (6—5 : AC>

2 2 2

- J(i 0,05>2 + (—% +0,0005) + (—% £0,0005) + (—Cz—";b +0,0005)

= \/(18,822 )%+ (-10,303..)2 + (—12,187 ...)2 + (—92,121 ...)?

= 95,36908 ...

Lisaksi
= 16,64 = 6 264,230
P =0,304-0,257-0,034 eI e

Siis, sarmion tiheys virheineen
p=6300+100

_95,36908 ..
T 62642

=0,015224 ... = 1,5%

Huomautus 1. Muista: virhe pyoristetddn aina ylospédin. Voidaan
kdyttaa 15 yksikon saantoa.

2. Kun virhe on pyoristetty pyoristetdan itse suureen arvo normaalien
pyoristyssaantdjen mukaisesti.

3. Likiarvoilla laskettaessa ei valituloksia saa pyoristaa! Vasta loppu-
tulos pyoristetaan.



