Matematiikan kotitehtéava 1, MAA 12 — Algoritmit matematiikassa Sievin lukio

Tehtavien ratkaisut tulee olla esim. Libre officen -writer ohjelmalla tehtyja. Liita vastauksiisi kuvia

GeoGebrasta ja esim. TI-nSpire ohjelmalla tuotettuja matemaattisia ratkaisuja.

1. Lataa Tl-nspireen lisdosa Fysiikan ja matematiikan piirtosovellus, versio 3.2
(Julkaistu 1.10.2018) ellei se sinulla jo ole. Siirrd *.tns-tiedosto alla olevan polun mukaisesti
Mywidgets-kansioon.

http://nspire.fi/data/Fysiikan piirto 3.2.tns

I ¥ = | MyWidgets

Aloitus laa Maytd

« » Tamd tietokone » Tiedostot » TI-Nspire CX » MyWidgets

Muckkauspaiva

7 Pikakaytto

L = Rakennekaavojen_piirto 29.9.2018 15,12

.
= ynpoy‘ta. = stopwatch 29.9.2018 15.12
¥ Lodatut tiedostot = Virtapiirin_piirto 20.9.2018 15.12
| Tiedostot ' Fysiikan_piirto_3.2 4.10.20189.37
= Kuvat
Aukaise TI-nspire ja valitse 8:Lisaa Widget Valitse Fysiikan piirto 3.2 (uusin versio).

Toimii my6s vanhalla versiolla 3.0.
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Toiminta-alue tulisi olla seuraavanlainen: Jakokulma-toiminto 16ytyy tydkalut — B: Ma-

temaattiset kuviot —» C: Jakokulma
Lisaa ensimmainen objekti valikosta tai kayttaen valikossa nakyvia pikanappaimia
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Muodostuvaa jakokulman merkkid voit siirtdd (keskiympyrd) ja venyttdd (reunaympyrét) hiiren yk-

kosaainiketta kayttaen.


http://nspire.fi/data/Fysiikan_piirto_3.2.tns

- |
Objekti valittuna. Voit nimeta komponentin nappaimistéa kayttaen.
ESC (Poista) TAB (Peilaa) ENTER (Monista)

S ——

. . jakokulman venytys
jakokulman venytys jakokulman siirto

Jakokulma kannattaa sijoittaa ruudukon mukaisesti, jolloin jakokulmaan sijoitettavat termit tulee oikeille

kohdille. Termit laitetaan kéayttden teksti-toimintoa: tyokalut — 2: Teksti — 1: Vain teksti.
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Tehd&én tehtdavat JUURI 12 T-145 a) ja T-149. Eli jaa jakokulmassa seuraavat osaméaarat

1':3 9:5ahkdmagnetismi

—3x3+5x2—-8x+4 x*—3x34+2x%2—-2x+1

—3x +2 ’ X% —x
Kéydaan alku yhdessa T-145 a):sta ja sitten loppu itsenaisesti.
Aluksi laitetaan teksting jakaja ja siirretdén se oikealle paikalle jakokulman
ek pekale]

vas. puolelle.
Sitten kirjoitetaan jaettavan termit joko jokainen 1 | |

1 I i
omana tekstina tai yksi teksti, mutta valilydnteja

—3x+2 —3>~~<3l+5>e:2 I —B8x I +4

termien valiin siten, ettd jokainen termi on omalla i i i
kahden (tai kolmen) ruudun alueella. | | |

HUOM! Muista tehda jokaiselle asteelle omat sarakkeet, eli lisaa tydkalut — 1: Muodot — 1: Jana (l) ja
nuolindppaintd kayttden muuta janan ulkoasu katkoviivaksi. Ja muista jattéaa tyhja sarake, jos jaetta-
vassa ei ole ko. sarakkeen asteluvun mukaista termia.

LIITA nayttokuva molemmista jakolaskuista!



Harjoitellaan seuraavaksi kompleksilukujen ja -funktioiden esittdmista Geogebralla. Vertaa kurssin
MAADS: T2-harjoitus tehtdava 3. (Huom! Tl-ohjelman kautta ratkaistaan yhtalot csolve-toimintoa kaytta-
en, imaginaariyksikko i saadaan mukavasti symbolit — valilehdelta. Eli 14 kirjainta i ndppaimistolta.)

a) Kompleksiluvun voi siis Geogebraan tehd4d muutamalla seuraavalla tavalla: Muokksa Naa Asetukset Tybkalut IKkuna

A
- Valitaan suoraan kompleksiluku-komento ja painetaan hiiren ykkdspainiketta (— } . / jr l>'

Uusi piste

kokeile)

Piste objektilla

Kiinnita / vapauta piste

sitten sy6ttokenttaan kirjoitetaan MuutaKompleksiluvuksi( <vektori> ) ja <vek-

Leikkauspistest

A
[ ]
- Tehdaan ensin vektori. Syottokenttaan kirjoitetaan esim. vektori((-4,6)) + enter ja ‘/

tori>:n tilalle laita vektorin nimi, esim. u + enter. Vastaavasti voit kompleksiluvun .’ * eskpise

muuttaa tason pisteeksi komennolla MuutaPisteeksi( <Kompleksiluku> ). Kompleksiuku
- Hyédyllinen tapa on (varsinkin jos tarvitsee pistetta liikuttaa) tehda piste kompleksi- e —=
luvuksi seuraavasti. Kun piste on valittuna, esim. piste A = (6,7) tai vaikka jos piste A on laitettu sijait-

semaan jollakin objetilla (ympyralld, funktion kuvaajalla jne.), niin syottokenttddn kirjoitetaan w =

x(A)+y(A)* 1, missa 1 saadaan syottokentdn oikeasta reunasta avautuvasta merkkivalikosta.

~ Kompleksiluku T
-@® w=5.68 + 8.18i 10
Piste = (5.68, 8.18)
~® A=(5.68, 8.18) 8 °
6
4 aBy o e cn K |A
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2 raenNz e o e
= <= A V> |l |LEL
0 clclx?? °®TI’ e
Sydttkentta: w = x(A) + y(A) i| [i] @

Painamalla enter tulee pisteen A kohtaan musta w tdppéd, ja algebraikkunaan kompleksiluku-kohta.
Huom! ala kayta z-kirjainta nain muodostettujen kompleksilukujen nimedmiseen
b) Suorakulmaiset koordinaatit saat ratkaistua napakoordinaattimuotoon kdtevimmin monistamalla ensin

halutun pisteen ja sitten ominaisuudet — Algebra — Napakoordinaatit. Katso kuva alla.



) Algebra | [ » Pirdw T EE &
E KomplekSHUKU Komp|e Perusominaisuudet Vari Objektin tyyli Aldebra  |js:
. w=15.68 +8.18 . w Koordinaatit: | Napakoordinaatit w
. Z = 571 + 523i . XY-koordinaatit
: Z1 Napakoordinaatit
@ z, = (7.75; 42.45°) e Komplrsiuk
. zz Karteesiset xyz-koordinaatit

Piste Piste Pallokoordinaatit

@ A =IRR2 2 1Q) o

TEHTAVAT:

1) Muodosta seuraavat kompleksiluvut: w; = 3 — 4i, w, = w; syottokenttddn komento conjuga-
te(w 1),ws=—7+9 jaw, =1—+2i.

— Mitka ovat pisteiden w; ja w; napakoordinaatit?

Laita ominaisuuksista Nayta Nimi: Nimi ja arvo. Tastd nayttokuva.

Tiedosto Muokkaa MawtaE Asetukset Ty

(Ota tassa valissa uusi ikkuna) || Uusiikkuna Ctrl+N

2) Katsotaan kuinka eri funktiot kuvaavat kompleksitason pisteitda kompleksitasolle. T&t& varten muodos-
tetaan muutama kayré tasoon.

- Jana a : pisteesté (0,0) pisteeseen (5,0),elia: Jana ((0,0), (5,0))

-Jana b : pisteesta (0,0) pisteeseen (0,5),elib: Jana ((0,0), (0,5))

- Jana c : pisteestd (0,0) pisteeseen (5,5),elic: Jana((0,0), (5,5))

- yksikkéympyrad : x2 + y2 =1elid: Ympyria ((0, 0), (1, 0))

- parametrinen kdyrd e :elie = Kayra(t cos(t), t sin(t), t, 0, 2m)

Sijoita jokaiselle kéyrélle piste. Eli kéyta piste objektilla komentoa ja tee pisteestd kompleksiluku. Tulisi
siis nayttaa talta. (Voit tosiaan vérjata eri objektit eri véreilld, niin helpottuu havainnointi. Itse olen lait-

tanut pisteiden nimet piiloon, mutta objektin koon isommaksi, niin ne erottuvat kompleksilukujen alta.)



Wy = 3.4+ 3.40

Janac

o XYksikkéympyra d
Jana a

W

w, = 0.3 - 0.95i

2.43i

Seuraavaksi muodostetaan erilaisia kompleksisia funktioita ja katsotaan minne kompleksitasoon annetut
kompleksiluvut wy, ..., ws kuvautuvat. Kaytetdan seuraavia funktioita:

1. Funktio k: k(w) = 2w (reaalikerroin kertaa kompleksiluku)

2. Funktio h: h(w) = sinw tai h: h(w) = cosw (trigonometrinen)

3. Funktio m: m(w) = e" (eksponentiaalinen)

4. Funktio I: I(w) = w3 (potenssi / juuri kun ykkosta pienempi murtoluku)
— Laita aluksi kaikki muut paitsi Jana a, kompleksiluku w; ja

piste A pois nakyvista. Tulisi nayttaa talta > 1

Jana a
o 12 3-W14=3l25+0i6 7 8
-1
-2
Kirjoita sitten syottokenttdan eka funktio funktion arvo muodossa
eli vain 2*w 1 ja katso minne kuvapiste sijoittuu. Tulisi menna *
- Janaa  z, N
reaaliakselille, koska Jana a on reaaliakselilla. > ot dwtsZeo® TO°
1
Huomaat, ettd Geogebra muodostaa uuden kompleksiluvun z; al- _
. . o : . , w, =-2.96 - 2.43i
gebraikkunaan ja koordinaatistoon ilmestyy piste z;. B
- ® z =6.4+0i
Valitse pisteen z, ominaisuuksista jalki kayttoon ja liikuta komplek- Parametrinen kayr:

silukua w, pitkin janaa Jana a. Katso minne piirtyy jalki. Tasta nayttékuva.



4
1
.Jana —Z .
2 10/ 1 2 3 5,.6: 7 8 9 10 11 12
w, =4 +0i
-1

Tee ndin kaikille muille kayrille, eli syottokenttadn kirjoita 2*w_2 sitten 2*w_ 3 sitten 2*w_ 4 ja lopuk-
si 2*w_ 5. Muodostuu vastaavat kompleksiluvut z,, ..., zs. Kun olet ottanut kaikista nayttokuvan (joudut
valilla hieman siirtdméan koordinaatistoa ja muista CTRL + F —komennolla saat naytdn puhdistettua),
niin siirry seuraavaan funktioon. Yhteensa tulisi tulla 4x5 = 20 nayttokuvaa. Yrita (= eli ei tarvitse tun-
tikaupalla miettid) myos pohtia voisiko jokaisella funktiolla olla jokin yleinen vaikutus muuttujaan.
Esim. k: k(w) = 2w todella kasvattaa etdisyyden origosta (eli kompleksiluvusta 0 + 0i) kaksinkertai-
seksi.

3) (ns. paras osio) Lopuksi tutustutaan potenssisummaan (-sarjaan) tarkemmin ja samalla tehdédén ma-
temaattista taidetta © (nyt voit pyytédd vanhempasi paikalle...).

Lataa Geogebratiedosto teht2b2.ggb ja avaa se. Sen tulisi ndyttaa talta.

7 teht2bl.qgh
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@ cixt+yr=4 eksponentin arvo = 1
Kompleksiluku @

. Z=1+i a

i z, =0.5+0.5i
Lista
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» Piirtoalue

Kuvasta loytyy 2-séateinen yksikkdympyré ja sininen kompleksiluku Z seké liukukytkin, joka kasvattaa

Z

summasta Z;‘{;OZ— I0ytyvaad eksponentin n arvoa sek& murtoviiva (tosin aluksi vain jana). Liukukytki-

n

men avulla lasketaan siis summan eri arvoja, muodostetaan summia = kompleksilukuja vastaavat pisteet



ja yhdistetaan pisteet murtoviivalla. Muodostuu mielenkiintoisia asioita: kauniita kuvioita, mutta ennen

kaikkea tieto, milloin &aretén summa eli sarja suppenee ja mitd kompleksilukua kohti.

n
e Lista 1 laskee lausekkeen z—n eri arvot, kun n saa arvot nollasta sataan.

ZTI.

e Lista 2 laskee summat 37, -

kun n saa arvot nollasta liukukytkimen antamaan arvoon m asti.
Huom! summa on siis jokin kompleksiluku. Lopuksi lista 2 muodostaa kompleksiluvusta tason
pisteen.

e Lista 3 yhdist& listan 2 pisteet murtoviivaksi.

Aluksi kompleksiluvun arvo on Z = 1 + i. Siirrd liukukytkimen arvo kohtaan 5. Tulisi ndytta4 talta.

eksponentin arvo =5

Huomaat, ettd murtoviiva alkaa kehittyd. Siirrd (muista ensin painaa Siir-

-

ra) seuraavaksi kompleksiluku Z lahella 2-sateisen yksikkdympyran kehaa % .A /" ; B

(esim. kohtaan (1,6; 1)) ja samalla kasvata liukukytkimen arvo 50:iin. Tu-  sijirra

Siirré tai valitse objekd

lisi nayttaa talta.

eksponentin arve = 50

n=0 ’

Voit kasvattaa liukukytkimen arvoa vield suuremmaksi (aina sataan asti). Mitd huomaat? Mitd lukua

summa nayttaisi lahestyvéan, kunZ = 1,6 +i ?



(VAST.: Noin lukua 0,7 + 1,75i. Totea tdma. Eli spiraalin keskus)

Pida liukukytkimen arvo suurempana kuin 50 ja siirrd kompleksilukua Z seuraavaksi koko kierros origon
ympéri 2-sateisen ympyran sisapuolella lahelld keh&é. Mita huomaat? Voit halutessasi katsoa videon pe-
dasta, saitko samanlaisen tuloksen? Siirtele sitten kompleksilukua Z ympyrén sisélla mielivaltaisesti.
Siirrd vield kompleksiluku Z ympyrén kehén ulkopuolelle. Mitd huomaat? Minka johtopaétoksen voit
tehdd summan suppenemisesta ndiden edellé tehtyjen kokeilujen perusteella?

(VAST.: Summa suppenee, kun |Z| < 2.) Téssa pari esim. kuvaa.

B

eksponentin arvo = 100

Hajaantuu, tosin hyvin hitaasti koska Z on vain hieman kehan ulkopuolella. Ja liukukytkin loppuu sata-

seen.



eksponIntin arvo = 80

15

-35

15 )
]

Suppenee ja sarja nayttdisi suppenevan kohti kompleksilukua 0,5 — 0,15 (kuvasta katsottuna).

M

eksponentin arvo = 100

Suppenemispiste eli kompleksiluku ei tarvitse olla 2-sateisen ympyran sisdpuolella.

Yritd 10ytaa sellainen = kompleksiluku Z, jonka sarja eli d&retén summa suppenee itsedén kohti.

(VAST.: Siirrd Z kohtaan 1 + i tai kohtaan 1 —i.)



Siirré lopuksi Z kohtaan 2i tai kohtaan —2i. Mitd huomaat?

n
(VAST.: murtoviiva on nelid...osaatko perustella timan summan lausekkeen Z—n avulla?)

Lataa itsellesi pedasta 10ytyvd T1 teht3.tns-tiedosto. Lue tehtdvananto + tilanne ja kokeile milla
sivuluvun n arvolla piirin pituuden suhde halkaisijaan alkaa menee pieleen.

- Minké johtopaatoksen voidaan tdmén esimerkin avulla tehd&?

(VAST.: Numeerisissa menetelmissa piilee se vaara, ettd laskentavaiheiden lisadntyessa pyoristysvirhei-

den osuus kasvaa ja alkaa nakya tuloksessa yha pahenevana virheené.)



