Matematiikan kotitehtava 2, MAA 12 — Algoritmit matematiikassa Sievin lukio

Tehtavien ratkaisut tulee olla esim. Libre officen -writer ohjelmalla tehtyja. Liita vastauksiisi kuvia
GeoGebrasta ja esim. TI-nSpire ohjelmalla tuotettuja matemaattisia ratkaisuja.

MUISTA LITTAA KUVIA JOKA TEHTAVASTA!

1. Alla olevaan taulukkoon on laskettu funktion f: f(x) = cosx derivaatan likiarvoja kohdassa x =%
kayttéden erotusosamaaréé ja keskeisdifferenssia eri h:n arvoilla sekd molemmille absoluuttiset virheet.

Tarkka arvohan on f' (g) = —sin (g) = —0,5.

erotusosamaara keskeisdifferenssi
h ws(Gen)-con(g) | Vi | x(Ean)oco(G-n) | vithe
h 2h
0,1000000 —0,542432 0,042432 —0,499167 —0,000833
0,0500000 —0,521438 0,021438 —0,499792 —0,000208
0,0250000 —0,510773 0,010773 —0,499948 —0,000052
0,0125000 —0,505400 0,005400 —0,499987 —0,000013
0,0062500 —0,502703 0,002703 —0,499997 —0,000003
0,0031250 —0,501352 0,001352 —0,499999 —0,000001
0,0015625 —0,500676 0,000676 —0,500000 —0,000000

T
cos g+{0.1,0.05,0.025,0.0125,0.00625} ~cos|=
))

{0.1,0.05,0.025,0.0125,0.00625 }
{-5.42432281058e-1,-5.21437817628-1,-5.10772672
T 5.1

-sin|—
6

T
g—{O.’

s
CoS g+{ 0.1 ,0.05,0.025,0.0125,0.00625})—(:05

2 {0.1,0.05,0.025,0.0125,0.(
{ 4.99167083234€-1,-4.997916927076-1,4.99947918"

jne...
Havaitaan menetelmavirheen ja h:n valisen riippuvuuden vélinen yhteys seké se, ettd keskeisdifferenssi

on tehokkaampi kuin erotusosaméaara.



Tehtava Laske samalla tavalla tulokset taulukoiden funktion f: f(x) = 2* derivaatan f'(1) likiarvoja
kuuden desimaalin tarkkuudella. Kéyta oikeanpuoleista derivaattaa, vasemmanpuoleista derivaattaa ja
keskeisdifferenssia. Laske myos virheet ja tee paatelmia. Tarkastelukohta on siis x = 1 ja tarkan arvon
saat esim. TI:st4, jos et muista kuinka eksponenttifunktiot derivoitiin.

OHJE: Laske ensin tarkka arvo. Sitten kirjoita laskin-sovellukseen ylla kdydyn esimerkin nojalla mit4
erotusosamaérat + keskeisdifferenssi ovat (eli sijoitat funktion f lausekkeen niiden oikeisiin kohtiin

f(1+h)-f(1) _ 2t*th_pt
- =

) ja h:n tilalle laitat kaarisulut, jonka sisalle pilkulla erotellen kirjoitat kaikki h:n

eri arvot. MUISTA! Tl:ssd ei ole desimaalipilkkua vaan piste, pilkulla erotat arvot toisistaan.

Siis esim. oikeanpuoleinen erotusosamaara (kannattaa tehda kahdessa eri vaiheessa):

f(@@ +{0.1,0.05,0.001,0.0005,0.00001,0.000005,0.0000001}) — (1)
{0.1,0.05,0.001,0.0005,0.00001,0.000005,0.0000001}

F(1+{5-10"7,1-1078,5-107%,1-1071°}) — (1)
(5-1077,1-108,5-10-9,1 - 10-10}

Lataa taulukko Pedasta, taulukko.odt.

erotusosamaara, vas.
erotusosamadré, oik. FA-0 - Q) _ keskeisdifferenssi

h FA+h) - FfQ) virhe —h virhe | ra+n -fa-n | Vvirhe

h f-fA-h 2h
h

0,100000

0,050000

0,001000

0,000500

0,000010

0,000005

0,0000001

5-1077

1-1078

5-107°

1-10710

Perustele lopuksi itsellesi yhtasuuruus

fA-nN-fQO) _ fAO)-fA=-h
—h B h '




2. TEE JOMPIKUMPI a)-KOHTA TAI b)-KOHTA, EI MOLEMPIA!
a) Kay aluksi lapi seuraava tulos ja tee sitten annettu tehtava.
Olkoon funktio f pariton ja derivoituva kohdassa x = 0. Osoita, etta talloin erotusosamaaréllé ja kes-
keisdifferenssilla saadaan samat likiarvot derivaatalle f'(0).
Todistus Funktio f on oletuksen nojalla pariton, eli f(x) = —f(—x) (pariton - funktion kuvaaja on

peilikuva origon suhteen) ja f'(0) on olemassa. Talléin

f pariton

—f(0) 2  f(=0)=f(0) siis —f(0)=/f(0) = f0)=0

ja erotusosamaaran

fO+h)—f(0) f(O+h)—0 f(h)
h a h  h

Toisaalta keskeisdifferenssi

f(0+h)—f(0—h)_f(h)—f(—h)fpagt°“f(h)+f(h)_2f(h)_f(h)
2h B 2h B 2h " 2h  h

Siis

f(0+h) - £(0) ia fO+h)—-f(O0-h

F1(0)~ —— OB —

Tehtava

Olkoon funktio f: f(x) = % Arvioi tietokoneohjelman (Geogebra tai TI) avulla funktion f de-

rivaattaa kohdassa x = 0 erotusosamaaralla ja keskeisdifferenssilla k&yttden arvoja
h=2"1 272 273, .., 27%0,
Vastaa myos kysymyksiin:
i.Miksi molemmat menetelmat antavat samat likiarvot?
Ii.Miké& on derivaatan tarkka arvo? (liman teknisid apuvélineitd kayttaen, huom. kaksi rivia laskua.)
iii.Miksi likiarvot poikkeavat huomattavasti tarkasta arvosta vield varsin pienilld h:n arvoilla? Vihje:
piirrd funktion kuvaaja esim. Geogebralla ja tarkastele kuvaajan kayttaytymista kohdan x = 0 lahella

TAI tarkastele funktion lauseketta ja palauta mieliin 7.-kurssin tiedot.



b) Keskeisdifferenssi toiselle derivaatalle on

fx+h) -2f() +f(x-h)
h? '

Arvioi sen avulla funktion f toista derivaattaa kohdassa x, kdyttden h:n arvoja 0,1; 0,01; 0,001, kun
iLfif(x)=e€% xo=1.
.. x?
iif: f(x) = = Xo=2.
X
li.f: f(x) = < Xo = 4537.
Piirré lopuksi funktioiden derivaattafuntioiden kuvaajat, joihin on lisétty tangentti ja tangentin kulmaker-

roin kyseisiin tarkastelukohtiin.

Tarkastellaan funktiota

fif(x)=e>,

jolle laskinohjelmistot antavat kahdeksan desimaalin tarkkuudella
1 2
f e ¥ dx =0,746 824 13 .
0

Lataa pedasta itsellesi seuraava ns. pohjatiedosto: T2_teht3_pohja.ggb. Tulisi ndyttaa talta.

2

16 flx)y =e™, (0<x<1)

0.4

0.2 ==

-06 -05 -04 -03 -02 -01 O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15
tarkka-arvo =|0.7468241328106

=5
Geogebratiedostoon on piirretty funktio f: f(x) = e~ ja vield erikseen vahvennettuna valille [0,1].
Seka komennolla integraali(f, 0, 1) on saatu tarkka arvo. Saat nima komennot syéttokenttaan nakyviin

raahaamalla algebra-ikkunasta kyseinen asia syottokenttddn —> kokeile. Lisaksi funktion nimi eli



(0<x<1)

funktio piirtoalueelle - kokeile.

on saatu raahaamalla algebra-ikkunasta funktion kohdalta ko.

Seuraavaksi muodostetaan keskipistesaant6d, puolisuunnikassdéntéd ja Simpsonin sdént6éd kayttden ar-

vio maéarétylle integraalille fole"‘2 dx, kun jakoa tihennetdan osavélien (tasavalisid) pituutta lyhenta-

malla. Ja tehddan havainnot.
Tehtava

a) keskipistesaanto

Tama menee helposti, nimittain keskipistesdannélle 16ytyy oma komento samaan

tapaan kuin ala- ja ylasummille. (Halutessasi saat maarittaa ala- ja ylasummat.)

Kirjoita syottokenttdan
Suorakulmiosumma(f, 0, 1, p, 0.5)

Muodostuu portaita piirtoalueelle ja

luku-kohtaan tulee uusi kirjain
lukuarvo”. Huomaa, ettd portaiden

lukumé&érasta Geogebra

p
syy “Luodaanko liukusdddin p”->
Vastaa kylla. Muokkaa liukusaadin-
ta, niin ettd sen pituus on 1000 pik-
selia ja alkuarvo on 1 ja loppuarvo

on 250 ja animaatioaskel on 1, kat-

so kuva vieressa.

Muokkaa ominaisuuksista uudeksi
nimeksi keskipistesadntd ja raahaa
lopuksi algebraikkunasta tdma ’nimi

Tulisi

lukuarvo™ piirtoalueelle.

nayttaa talta, kun p = 4.

3_pohja.ggb =
. ® o
(3 e O
Ir‘:‘ﬁ F -
Objektin tyyli Paikka Algebra Lizdasetukset Ohjelmointi
Perusominaisuudet Liukusaadin Vari
"~
Min: |1 Max: |250 Animaatioaskel: 1
Liukus&adin
[] Kiinnitetty [ ] Satunnainen Vaakasuora ~
Animaatio
MNopeus: 1 Toista: | <= Edestakainen ~
Pisteen tyyli
Koko: |5 px
var:
vivan tyyli
Leveys: 1000 pX
Viivan paksuus: |5 pX
L
p=4 2.5
® .
5 keskipistesdaanto = 0.748747131891
1.5
2
b ()= (0<x<1)
,”’/ \\\
/// P
A= o5 ~
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22
tarkka-arvo = 0.7468241328106
-0.5



TAI Muodostetaan lista (kaytetddn jono-komentoa) keskipisteista eli niista valin [0,1] kohdista, joissa
funktion arvot lasketaan ja asetetaan ne portaan korkeudeksi. Kirjoita sy6ttokenttaan

Jono(1/(2*p) +1/p*n,n,0,p-1,1)

Muodostuu lista 11, jossa muuttujana on n ja jonon indeksointi alkaa nollasta paattyen arvoon p. Algeb-
ra-ikkunaan ilmestyy Lista-kohta ja sen alle 11=1...}.

Siirrd liukukytkinta ja totea, ettd toimii. Kannattaa kokeilla, esim. kun p = 4 niin kuinka monta keski-
kohtaa tulisi olla ja ett& niiden arvot ovat oikein. Muista etta sinulla on siis nelj& osavalia (tasavélisid) eli
osavilit [0; 0,25], [0,25; 0,5],[0,5; 0,75] ja [0,75; 1] seka olet ottanut listaan naiden osavalien keskikoh-

Lista
11 ={0.125, 0.375, 0.625, 0.875}

dat eli x:n arvot
Sitten muodostetaan lista funktion arvoista néissa edellda luoduissa osavélien keskikohdissa. Kirjoita
syottokenttdan

Jono(f(1 / (2*p) + 1/ p*n), n, 0, p -1, 1)

Muodostuu lista 12 algebra-ikkunaan, jossa ovat funktion f arvot laskettuna osavalien keskikohdissa.
Lopuksi muodostetaan lista 13 portaiden eli suorakaiteiden pinta-aloista, joiden korkeus on listan 12 ar-
vot kerrottuna osavélin (kaikki osavalit ovat siis tasavélisid) pituudella (= portaan leveydelld) 1/p. Kir-
joita syottokenttaan

Jono(f(1 / (2*p) + 1 /p*n)*1/p,n, 0,p -1, 1)
\ )
Y

portaan korkeus portaan leveys

Mika sitten on ndiden portaiden yhteenlaskettu pinta-ala, eli arvio maéaratylle integraalille fol e~ dx?

K|r10|ta SyOttOKenttaan Asetukset Tyokalut lkkuna Ohje

Pyérista ; 0 desimaalia

Summa(13)

1 desimaalia
1A Mimeaminen

. . . 2 desimaalia
Algebraikkunaan muodostuu luku-kohta ja sen alle jo- + _ 3 desimaais
| -4 | Fontin koko _ )

. G e e .. . — 4 desimaalia
kin kirjain ja lukuarvo. Muokkaa ominaisuuksista uu- | T kieli 5 desimaalia

10 desimaalia

deksi nimeksi keskipistesaanto, vaihda ylavalikon Ase- (- ¢ Lisaasstukset T

— 1R Aacimaalia

tukset kohdasta pyoristystarkkuudeksi 13 ja raahaa lopuksi algebraikkunasta tima nimi = luku” piirto-

alueelle funktion nimen alle. Tulisi ndyttaa talta.
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- Kannattaa siirtad liukukytkinta ja katsoa kuinka arvot muuttuvat listoissa.

b) puolisuunnikassaanto Tamé& menee helposti, nimittdin puolisuunnikassaannolle [0ytyy
oma komento samaan tapaan kuin keskipistesaannolle.

Kirjoita syottokenttdén

Puolisuunnikassumma(f, 0, 1, p)

Muodostuu puolisuunnikkaita piirtoalueelle ja luku-kohtaan tulee uusi “kirjain = lukuarvo”. Muokkaa
ominaisuuksista uudeksi nimeksi puolisuunnikas ja raahaa lopuksi algebraikkunasta tdmé “nimi = luku-

arvo” piirtoalueelle “keskipistesdéntd = lukuarvo” kohdan alle. Tulisi ndyttaa talta.

i= 3 1.8 ' ‘

16 f(x) = e, <1)
1.4 keskipistesaanto =
olisuunnik:

1.2




b Algebra X| | » Piirtoalue
Funktio
@ f(x) =e™, (0<x<1) 0=3 18
_ s - . . . .
®g(x) =~
Lista 1.6 flx) =e™, (0<x<1)
11 = {0.1666666666667, 0.5, 0.8333333333333} 14 keskipistesaanto = 0.7502523495957
12 = {0.9726044771163, 0.7788007830714, 0.4993517885 . N
13 = {0.3242014923721, 0.2596002610238, 0.1664505961 1.2 putlisugnnikes = 0.73998¢4754767
Luku
keskipistesaanto = 0.7502523495957 P '\
[ ] p= 3 .t _ -
-® puolisuunnikas = 0.7399864752767 Pt 08
® tarkka = 0.7468241328106 -1 05
Teksti ’
tarkka; = “tarkka = 0.7468241328106" o4
® tekstil = “f(x) = e, (0<x<1)" bl
@ teksti2 = “keskipistesadnts = 0.7502523495957” 02
® teksti3 = “puolisuunnikas = 0.7399864752767"
-06 -05 -04 -03 -02 -01 O 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1 11 1.2
o tarkka-arvo = 0.7468241328106

- Kannattaa siirtdd liukukytkinté ainakin arvoon p = 50 asti ja katsoa mita tapahtuu. Voit tapata pois
tarkan arvon, jolloin puolisuunnikkaat nakyvat hieman paremmin.

c) Simpsonin sdantd Jos a)- ja b)-kohdat menivét helposti, niin tassé joudutaankin hieman pohtimaan
enemman.

Simpsonin saanto toimii teorian nojalla vain kun I6ytyy parillinen maara osavéleja, eli vain kun p = pa-
rillinen. Jotta samalla hahmottuisi idea, niin luodaan ensin pisteit& funktion kuvaajalle valille [0,1]. Yri-
tetadn sitten saada sovitettua paraabelien kaaria (eli toisen asteen funktion kuvaajien osia) kolmen pis-
teen kautta siten, ettd ndma kaaret vastaavat teoriaa. Lopuksi tulisi laskea ndiden kaarien ja x-akselin ra-
joittamien tasonosien valiset pinta-alat ja muodostaa pinta-aloista summa.

Vilin [0,1] paatekohdat huomioiden pisteité tulisi funktion f kuvaajalla olla aina p + 1 kpl (eli talldin
on p osavilid). Kirjoitetaan sydttokenttaan

Jono((1 / p*n, f(1 / p*n)), n, 0, p, 1)

Muodostuu lista 14, joka koostuu pisteistd, joiden x-koordinaatti on %-n ja y-koordinaatti on f (% . n)
Huomaa erityisesti, ettd indeksointi paattyy nyt arvoon p eikd p — 1:een, kuten aiemmin, jotta saadaan
se p + 1 kpl pisteitd. Lisaksi ei oteta osavalien keskikohtia, kuten a)-kohdassa, vaan nimenomaan jae-

taan vali [0,1] p yhtdsuureen osaan ja ndiden kohtien avulla saadaan kuvaajalle pisteet. Talla tavoin saa-

daan kaikki eri menetelmét yhdella liukukytkimella.



. osavalierlkm = 4 © osavlientkm = 12 *
osavilienlkm = 2 . . . . -
—

8 ) =e™, (0=x<1) 8 fix) = e, (0<x<1)
4 keskipistesants = 0.748747131801 4 keskipistesadnts = 0.7470371122171
puolisuunnikas = 0.7429840978004 puclisuunnikas = 0.7463982478934

re ) =e, (0<x<1)
4 keskipistesaantd = 0.7545979437722
puolisuunnikas = 0.7313702518286 2

SR -1
SR carkka — 0.7468241328106 I . tarkka = 0.7468241328106 |--
os 08
o8 06 06
. . o4 04
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tarkka = 0.7468241328106
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- Kokeile liukukytkinta siirtaméalla kuinka pisteita tulee funktion kuvaajalle.

Kuinka sitten saadaan ne paraabelien kaaret? Otetaan muodostuneesta listasta 14 aina teorian mukaiset

kolme perédkkaista pistettd (eli esim. pisteet 1,2,3, 3,4,5, 5,6,7 jne.), sovitetaan ndiden pisteiden kautta

paraabeli ja pyritddn samalla nayttdméén sovitetusta paraabelista vain se osa, joka todella on kyseisten

kolmen pisteen véliselld alueella. Tamé on vaikeahko komento, mutta kirjoita syottokenttaan

Jono(Jos((k - 1) / p <x < (k + 1) / p, SovitaPolynomi(Poimi(4, k, k + 2), 2)), k, 1, p, 2)

Muodostuu lista 15.

Yritetdan tulkita komentoa siséltd kasin, kun indeksi k kdy ykkosesta (eika nollasta, MIKSI?) p:hen asti

askelvélin ollessa 2! Miksi 2 eik& 1? Syy: teorian mukaiset kolme perdkkaistéd pistetta tulee néin kun-

toon. Eli nyt saamme todella kolmen pisteen joukot 1,2,3 , 3,4,5, 5,6,7 jne., eiké vaaria kolmen pisteen

joukkoja 1,2,3 , 2,3,4, 3,4,5 jne. Entdpa miksi tuo indeksointi alkaa nyt ykkosesta eika nollasta? Syy:

Poimi-komento ei tunne arvoa nolla, vaan listan eka jasen on eka alkio eiké nollas alkio. Tama aiheuttaa

hieman haastetta. Lue eteenpain.

- Komento Poimi(14, k, k + 2) poimii listan 14 alkiot k:nnesta alkiosta k + 2 alkioon asti, siis kolme
perakkaéisté alkiota. (Ja askelvali 2 hoitaa oikeat perakkaiset kolme pistettd kuntoon.)

- Komento SovitaPolynomi(Poimi(l4, k, k + 2), 2) sovittaa toisen asteen polynomin niden pistei-

den kautta. Mutta huom. ndama po-

p=33

lynomit nakyvat kaikilla x:n arvoilla, "
% Wiz fx) =e, (0<x<1)
. .. e . R N keskipistesadntd = 0.7468522854866
kun tavoite on saada ne nakymaan vain \ publisubnnikss = 0.7467676287565

halutulla alueella. Voit halutessasi ko- //—*

tarkka = 0.7468241328106

keilla tétd komennolla

02 N

Jono(SovitaPolynomi(Poimi(l4, k, k

04 03 02 01 0] 01 02 03 04 05 06 07 08 09 TN I3 151617
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- Komento Jos((k - 1) / p <x < (k + 1) / p, SovitaPolynomi(Poimi(14, k, k + 2), 2)) rajaa paraa-

belien kaaret halutulle valille, eli x € [u E] Miksi k — 1 jak + 1 eikd k ja k + 2? Nyt pitd4 olla

tarkkana. Eka osavéli alkaa aina nollasta siis x = 0 ja vika osavali paattyy aina ykkdseen (kun p =
parillinen). Lis&ksi k:n indeksointi tuli aloittaa Poimi-komennon vuoksi ykkosesté eika nollasta, jo-
ten oikeat osavélit saadaan kuntoon nimenomaan néilld k — 1 ja k + 1 arvoilla.

Muokkaa listan 15 ominaisuuksista kaarien paksuutta paksummaksi ja viivan tyylia katkoviivaksi seké

vari esim. oranssiksi. Tulisi ndyttaa talta.

Z

p=2
*— T8
16 flx) = e, (0<x<1)
14 keskipistesaanto = 0.7545979437722
12 puolisuunnikas = 0.7313702518286
B

~~~~~~~~~~~~~~ tarkka = 0.7468241328106

0.4
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Jos annat p:lle parittoman arvon, niin tulee ongelmia. Teoria toimii vain parillisille maarille osavaleja.

p=3
L — 18
18 flx) = e, (0<x<1)
14 keskipistesddanté = 0.7502523495957
12 puolisuunnikas = 0.7399864752767
—o=——

tarkka = 0.7468241328106
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Kun p = 4 homma taas toimii. Huomaatko

kaksi eri kaarta?

Vielda pitéisi saada pinta-alat, eli jokaista

kaarta ja x-akselin valiin jadvaa aluetta vas-

€ka i, ari

fx) = e,
keskipistesaanto

puolisuunnikas

tarkka

lo
%2 oy,

(0<x<1)

0.748747131891
0.7429840978004

0.7468241328106

14 -03 -02 -01 0

taava pinta-ala. Kirjoita syottokenttdan

01 02 03 04 05

06

07 08 09 1

Jono(Integraali(SovitaPolynomi(Poimi(4, k, k + 2), 2), (k- 1) /p, (k+ 1) / p), k, 1, p, 2)

Muodostuu lista 16 halutuista pinta-alojen arvoista. Nakymassé erottuu ko. pinta-alat.

2

p=4
o I
1.6 f(x) = e, (0<x<1
14 keskipistesaanté = 0.748747131891
15 puolisuunnikas = 0.7429840973004
—
_,,»"’ \ tarkka = 0.7468241328106
0.8
06
0.4 —
0.2
4 -03 -02 -01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11

Lopuksi summataan listan 16 alkioiden arvot ja saadaan Simpsonin séannén mukainen arvio maaratylle

p=4
integraalille fole‘xzdx. Kirjoita “*—
syottokenttddn
Summa(16)

ja muokkaa ominaisuuksista nimeksi ~ __---
Simpson ja raahaa tieto piirtoalueel-
le. Tulisi olla seuraavankaltainen na-

kyma.

Z

18
1.6
14 keskipistesdanto
5 puolisuunnikas
Simpson
————t

tarkka

0.2

f(x) = e ™,

(0<x<1)

0.748747131891
0.7429840978004
0.746855379791

0.7468241328106

4 -03 -02 -01 0

01 02 03 04 05 06

=02

0.7
tarkka-arvo = 0.7468241328106

08 09 1 11 12



HIENOA! Hyvin tehty.

Kirjoita vield lyhyesti havaintoja kuinka nopeasti kukin menetelma suppenee kohti tarkkaa arvoa.

-> Ja jos haluat voit tehdd saman jollekin toiselle funktiolle. Kokeilepa sellaista, jossa funktio saa valilla
positiivisia ja valilla negatiivisia arvoja. Kuinka kéytetyt komennot tulisi muuttaa? Konehan laskee vaan

sitd mitd se on kasketty laskemaan ©.

Tallenna omanimi_sukunimi -muodossa pedan tallennuskansioon annettuun paivamaaraan mennessa.



