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LUKUTEORIAJA TODIS-

Kongruenssi TAMINEN, MAA 11

Esimerkki Eradn koneen koekaytto aloitettiin klo 8. Mihin kellon-
aikaan koe paattyi, kun koe kesti 110 tuntia?

Koska 24 tunnin lisédminen kuluneeseen aikaan ei muuta kellonaikaa,
lasketaan, kuinka monta "taytta vuorokautta” koe kesti ja lisataan "yli-
madaraiset” tunnit aloitusaikaan 8. Tarkemmin sanottuna muodoste-
taan jakolasku 110: 24 ja katsotaan mika on jakojaannds, eli

110 =24 -4 + 14.
Jakojaannos 14 ilmoittaa "ylimaaraiset tunnit” > koe paattyi siis klo
8+ 14 = 22.

Yleisesti jaollisuutta koskevissa laskuissa/ilmion tarkasteluissa jako-
yhtdlélld ja erityisesti jakojéicinnoksellé on ratkaisevan tarkea rooli. Ni-
mittdin joskus on syyta pitaa “samanlaisina” niita kokonaislukuja, joi-
den erotus on jaollinen annetulla kokonaisluvulla.

Madritelma, kongruenssi:
Olkoon n = 1. Sanotaan, ettd luku a on luvun b kanssa kongruentti
modulo n, jos erotus a — b on jaollinen luvulla n. Talléin merkitdan

a=b (mod n).
Siis a=b (mod n) & n|(a—Db).
Jos luku a ei ole luvun b kanssa kongruentti modulo n, niin merkitaan

azb (mod n). Lukua n sanotaan
Esimerkkeja moduliksi.
a) 18=6 (mod 4), sillda18 —6 =12 ja 4|12 (eli12 =4 - 3).
b) —4=16 (mod 5), silli—4—16 = —20ja 5| — 20.
c) 15#3 (mod 7), sillal5—3=12ja7+12.
d) a=0 (mod k), vainsilloin, kun k|a. Eli vain tilléin jakojaan-
nos on nolla.

Lause, kongruenssi ja jakojadannos:
Lukujen a ja b kongruenssi modulo n tarkoittaa samaa kuin se, etta
jaettaessa luvut a ja b luvulla n saadaan sama jakojaannos r, eli

a=pn+r

a=b (mod n) b=qn+r

, p,q,7 € Z.



Lauseen tulos on jos ja vain jos tulos, joten pitda osoittaa molemmat
suunnat. Osoitetaan ensin ”=" suunta ja sitten ”"<=" suunta.

Oletus: a=b (mod n)
Viite: Jakolaskuissa %ja % on sama jakojaannos.
Todlistus: Oletuksen mukaan a — b = pn eli a = pn + b jollakin

p € Z. Olkoon q osamaadran kokonaisosa ja jakojadannos r jakolaskussa

%, jolloin voidaan kirjoittaa b = gn + r. Nadin ollen

qn+r s
~

a=pn+ b =pn+qn+r={p+q)-n+r=sn+r.

Tama tarkoittaa sita, ettad jakolaskussa % osamaaran kokonaisosa on s
ja jakojaannos on r. Jakojaanndkset ovat siis samat, mika piti osoittaa.

. . b C e
Oletus: Jakolaskuissa %Ja — onsama jakojaannos.
Viite: a=b (mod n)
Todistus: Oletuksen mukaan on olemassa sellaiset kokonaisluvut

pqjar,ettda=pn+rjab=qn+r. Koskaa—b=pn—qn=
(p — g)n, niin patee n|(a — b) mistd vditea = b (mod n) seuraa.

Lause, kongruenssin perusominaisuudet:

Kongruenssi on refleksiivinen: Aina a=a (mod n).
Kongruenssi on symmetrinen: Jos a=b (mod n),
nin b =a (mod n).
Kongruenssi on transitiivinen: Jos a=b (mod n),
ja b=c (mod n),
nin  a=c¢ (mod n),

Huomautus Kyseessa on niin sanotun ekvivalenssirelaation ehdot;
refleksiivisyys, symmetrisyys ja transitiivisuus. Lyhyesti sanottuna tama
tarkoittaa sitd, ettd luvut a ja b ovat “samoja” eli edustavat samaa
joukkoa (jadannosluokkaa) luvun n suhteen.

Todistus: Seuraava dia.
Kongruenssi
a=b (mod n) & Luvuilla aja b sama jakojaadnnds, kun
jaetaan luvulla n.
a=b (mod n) < n|(a—D>b)
a=b (modn) & a=kn+b
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Todiistus:
1) Refleksiivisyys, elia = a (mod n)
Koska a — a = 0 ja kaikille n # 0 patee n|0, elin|(a — a).

2) Symmetrisyys, eli jos a = b (mod n), niin b = a (mod n).
Jos a = b (mod n), niin n|(a — b). Tulon jaollisuussddnnén nojalla
patee, ettd kaikille p € Z on voimassa n|p - (a — b). Valitsemalla nyt
p = —1, saadaan

nl—1-(a—»b) = n|(b—a)

Siis b = a (mod n).

3) Transitiivisuus, eli jos a =b (mod n) ja b =c (mod n), niin
a = ¢ (mod n).
Oletuksista saadaan n|(a — b) ja n|(b — c¢). N&in ollen yhteenlaskun
jaollisuussaannon nojalla patee

nlfla—b+b—-c) = nl|la—-c)

Siis a = ¢ (mod n).
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